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RESUMO

Ao longo dos anos, o ensino e a aprendizagem de Analise Estrutural foram basea-
dos em técnicas e métodos aproximados, criados devido a falta de tecnologia exis-
tente na época para que métodos exatos fossem utilizados, pois estes envolvem
calculos sofisticados ou até mesmo exaustivos, ndo adequados para solu¢cdo manu-
al, exceto para pequenos exemplos teodricos. Os conceitos necessarios para a for-
mulacdo de métodos exatos existem h& séculos gracas a genialidade de engenhei-
ros, fisicos e matematicos que os desenvolveram e, talvez por vislumbrarem que um
dia existissem maquinas que pudessem resolver problemas utilizando-os de forma
rapida e eficiente. Esta maquina foi criada e passou a ser utilizada de forma signifi-
cativa a partir da década de 1950, mesmo que considerada rudimentar se compara-
da aos atuais computadores. O objetivo deste trabalho é fornecer um sistema com-
putacional capaz de realizar toda a andlise estrutural, calculando os esforcos e de-
formacdes de seis tipos de estruturas reticuladas (viga continua, trelica plana, porti-
co plano, grelha, trelica espacial e portico espacial) com a finalidade de ser utilizado
para o0 ensino e projetos praticos. Para a andlise estrutural, utilizam-se os métodos
da flexibilidade e rigidez de forma matricial. Como resultado, os dados foram obtidos
de forma precisa com uma interface amigavel, ou seja, de utilizacéo intuitiva. Desta-
ca-se o fato do sistema computacional criado ser totalmente gratuito, pois a grande
maioria dos produtos existentes no mercado possui um elevado preco, incompativel
para a aquisicdo de um aluno. Desta forma, o sistema computacional serve como
uma ferramenta que auxilia no ensino e aprendizagem na area de engenharia estru-

tural de forma didatica e compreensivel.

Palavras-chave: Analise matricial de estruturas. Estruturas reticuladas. Método da
flexibilidade. Método da rigidez. Matemética Computacional. Ensino. Projetos préti-
Cos.



ABSTRACT

Over the years, teaching and learning in Structural Analysis have been based on ap-
proximate techniques and methods, created due to the lack of existing technology at
the time for exact methods were used, as these involve sophisticated or even ex-
haustive calculations, not suitable for manual solution, except for small theoretical
examples. The concepts necessary for the formulation of exact methods have been
in existence for centuries thanks to the genius of engineers, physicists and mathema-
ticians who developed them, and perhaps for a glimpse that there would one day be
machines that could solve problems using them quickly and efficiently. This machine
was created and started to be used in a significant way from the 1950s, even though
it was considered rudimentary if compared to current computers. The objective of this
work is to provide a computational system capable of performing all the structural
analysis, calculating the stresses and deformations of six types of framed structures
(continuous beam, plane truss, plane frame, grid, space truss and space frame) to be
used for teaching and practical projects. For structural analysis, the methods of flexi-
bility and stiffness are used in matrix form. As a result, the data was accurately ob-
tained with a user-friendly interface, that is, intuitive use. It should be noted that the
computer system created is totally free, since the vast majority of existing products in
the market have a high price, incompatible for the acquisition of a student. In this
way, the computational system serves as a tool that assists teaching and learning in
the area of structural engineering in a didactic and understandable way.

Keywords: Matrix analysis of structures. Framed structures. Flexibility method. Stiff-

ness method. Computational Mathematics. Teaching. Practical projects.
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1 INTRODUCAO

A engenharia estrutural € o ramo da engenharia que, considerando o projeto prelimi-
nar da estrutura, efetua os calculos necessarios para verificacdo de valores que ga-
rantam o atendimento de suas func¢des para as quais foram projetadas, sem entra-
rem em colapso, deformarem ou vibrarem excessivamente. Uma das principais eta-
pas de um projeto estrutural € chamada de Andlise Estrutural que consiste no célcu-
lo dos esforgos e deformacgdes de uma estrutura, levando em consideragcao os efei-
tos provocados pelas cargas as quais é submetida, apresentando os esforcos e as
deformacdes de cada um de seus elementos componentes. O objetivo de um enge-
nheiro estrutural €, a partir de todos os célculos e andlises realizados em um projeto
estrutural, utilizar da melhor maneira possivel os materiais disponiveis com o menor

custo para a construgcdo e manutencédo de uma determinada estrutura.

No passado, o ensino e a aprendizagem de analise estrutural eram baseados em
métodos aproximados que foram desenvolvidos para suprir a falta de tecnologia
existente na época para que métodos exatos fossem utilizados, pois estes envolvem
calculos complexos e exaustivos. Os métodos necessarios para a formulacao de
métodos exatos existem ha séculos gracas a genialidade de engenheiros, fisicos e
matematicos que os desenvolveram, porém nao existia na época uma maquina que
fosse capaz de realizar todos os calculos de forma rapida e eficiente e, fazé-los ma-
nualmente era completamente inviavel. Esta maquina foi criada e passou a ser utili-
zada de forma significativa a partir da década de 1950 e, mesmo considerada rudi-
mentar, se comparada aos atuais computadores, proporcionou novos horizontes pa-

ra que métodos exatos pudessem ser utilizados (SACOMAN, 1998).

Os métodos aproximados tratam a estrutura como uma colecao de elementos que
se interagem de acordo com as leis fisicas, ao contrario dos métodos exatos como,
por exemplo, o Método da Flexibilidade e o Método da Rigidez na Analise Matricial
de Estruturas que, por sua vez, tratam a estrutura de forma global considerando to-
dos os seus elementos de uma s6 vez de forma mais eficiente. Independentemente
do método utilizado para o célculo, o resultado da andlise estrutural deve ser o

mesmo.
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Apesar de atualmente os computadores, além de acessiveis, ja possuirem uma alta
capacidade de processamento sendo capazes de realizar todos os céalculos envolvi-
dos nos métodos exatos de forma rapida e eficaz, alguns docentes da area de célcu-
lo estrutural ensinam aos seus alunos os métodos aproximados como receita, mes-
Mo que imprecisos, apenas por tradicdo ou por dificuldade de utilizarem programas
computacionais apropriados. Porém quando se trata de projetos praticos reais, reco-
nhecem que para célculos estruturais de grande porte o tempo de célculo para os
métodos tradicionais aproximados é exageradamente alto e, neste caso, a Andlise
Matricial de Estruturas € a solucdo (SACOMAN, 1998).

Contudo, ao longo dos ultimos anos, varios Cursos de Engenharia Civil introduziram
disciplina relativa a Analise Matricial de Estruturas em seus curriculos, ou como dis-

ciplina obrigatéria, ou como optativa (ABENGE, 2017).

Nesta monografia sdo apresentados, nos capitulos subsequentes, os objetivos deste
trabalho, os conceitos fundamentais, os métodos e os materiais utilizados para o
desenvolvimento do sistema computacional, além de exemplos de livros classicos

utilizados para testes do sistema computacional.
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2 OBJETIVOS

2.1 Objetivo geral

Desenvolver um sistema computacional utilizando os métodos da Flexibilidade e Ri-
gidez na Andlise Matricial de Estruturas para o calculo dos esforcos e deslocamen-
tos de seis diferentes tipos de estruturas reticuladas, permitindo que docentes e alu-
nos que estudam ou pesquisam essa area da engenharia executem problemas pra-

ticos e verifiguem as solucdes obtidas de forma didatica.

2.2 Objetivo especifico

Os objetivos especificos foram estudar os métodos implementados computacional-

mente, pesquisar diferentes formas de entrada de dados e implementar a considera-

da mais adequada, implementar a solu¢cado do problema, implementar uma apresen-
tacdo da solucdo com valores numéricos e gréaficos. Portanto, estes objetivos estdo

relacionados as habilidades oferecidas ao sistema computacional desenvolvido e

séo, principalmente, as seguintes:

e Implementar o sistema para analise matricial de estruturas.

¢ Analisar os resultados obtidos.

e Validar o sistema com dados disponiveis na literatura.

e Fornecer uma ferramenta para professores e alunos que estudam e pesquisam
essa area do conhecimento ou disciplinas correlatas capaz de solucionar os pro-
blemas que envolvam calculo estrutural de forma rapida, eficiente e precisa, sejam
académicos ou profissionais, através da Analise Matricial de Estruturas de uma

forma didatica e compreensivel.

2.3 Justificativa

Como apresentado na Introducdo, com o advento da computacdo, mesmo com
computadores extremamente limitados, alguns pioneiros na area de calculo estrutu-
ral se dedicaram a formulacéo exata de um modelo de célculo estrutural envolvendo

calculos sofisticados e exaustivos que no passado era impossivel, pois ndo se tinha
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tecnologia e recursos necessarios para a realizagcdo do mesmo.

Ha vérios programas que se propde a tarefa de solucionar problemas de Analise Ma-
tricial Estrutural, no entanto, sdo programas que efetuam a andlise para céalculo e
dimensionamento da estrutura, sem apresentar os dados da analise e, além disto,
s&o raros 0s que se destinam ao ensino e, mesmo quando isso ocorre, se limitam a
resolver problemas sem considerar a dificuldade que o aluno pode ter ao informar as
caracteristicas da estrutura e seus dados de carregamento. Os programas profissio-
nais sem relacao alguma com o aprendizado sao varios, em geral para calculo e di-

mensionamento da estrutura, todos licenciados e com prec¢os altamente elevados.

Em relacdo aos tipos de estruturas, qualquer uma pode ser modelada e calculada
utilizando Andlise Matricial Estrutural, porém no caso de estruturas no meio conti-
nuo, ha que se discretizar seus elementos, e neste caso, ja existe aproximacao.
Como o objetivo € tratar os problemas estruturais de forma exata, este trabalho con-
templa a modelagem e célculo de estruturas reticuladas como: viga continua, trelica

plana, portico plano, grelha, trelica espacial e portico espacial.

Desta forma, por ndo encontrar programas para Analise Matricial Estrutural gratuitos
e destinados ao ensino de forma didatica, este trabalho busca desenvolver um sis-

tema computacional para estruturas reticuladas que atenda esses requisitos.
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3 METODOLOGIA

A metodologia utilizada envolve estudo dos métodos de analise matricial de estrutu-
ras, desenvolvimentos de algoritmos para solugdo destes problemas, desenvolvi-
mento do sistema computacional, testes do sistema computacional através de
exemplos disponiveis em livros de analise matricial de estruturas e itens complemen-
tares para utilizacdo deste sistema, como arquivos de ajuda e tutorial que séo utili-
zaveis a partir do préprio sistema.

Para isto foram utilizadas referéncias bibliograficas que véo desde o classico Gere e
Weaver (1987) até documentos mais recentes, como Soriano (2010), passando por
McGuire, Gallagher e Ziemian (2000), que escreveram conceituados livros sobre

estruturas e sobre otimizacdo de estruturas.

O sistema computacional foi desenvolvido utilizando o ambiente de desenvolvimento
integrado Delphi, acrescentando-se ao mesmo, componentes especificos para ma-
nipulacdo de arquivos de ajuda, tutoriais e relatorios que podem ser vistos através

do programa ou serem impressos.

O ambiente de desenvolvimento integrado Delphi foi adotado por:

- permitir facil entendimento do codigo fonte, facilitando alteragfes que poder&o
ocorrer em trabalhos futuros;

- gerar codigo executavel completo, ndo sendo necessario instalar bibliotecas para
execugao, como acontece com programas que necessitam dot Net Framework,
Windows Forms, Visual C Runtime Library, java Runtime Environment, ou outros;

- ser um ambiente de desenvolvimento completo, ndo necessitando de framework
auxiliar para geracdo de programas visuais e geracao de gréficos;

- permite gerar programas para Windows 32, Windows 64, Android ARM, Android
Intel, IOS e OSX, permitindo novas versdes do presente trabalho, cuja compilacao

€ exclusiva para Windows.

Os arquivos de ajuda e tutoriais foram desenvolvidos com linguagem HTML e compi-
lados com HTML Help Workshop para geracdo de arquivos do tipo chm (Microsoft,
2012).
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Os relatérios foram desenvolvidos com a utilizacdo do componente QuickReport
(@BS Software Limited, 2008).

O sistema foi desenvolvido utilizando o sistema operacional Windows 7 e executa
em diversas versées como: Windows 98, Windows XP, Windows Vista, Windows 7,
Windows 8 e Windows 10 (Wikipedia, 2016).
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4 FUNDAMENTACAO TEORICA

De acordo com Aragéo Filho (2010), o processo de um projeto estrutural envolve a
determinacdo de forcas internas, de ligacbes e deslocamentos de uma estrutura.
Esta fase do processo é chamada de Analise Estrutural. Seu principal objetivo é,
dadas as caracteristicas geométricas e mecéanicas de uma estrutura, as caracteristi-
cas fisicas dos materiais que as compdem e as acdes que sobre ela atuam, deter-
minar os deslocamentos de todos 0s seus pontos e 0s esforgos internos (tensdes ou
esforcos internos solicitantes) e reacdes de apoio (no caso de estruturas ligadas ao

terreno).

A fase de andlise é normalmente a maior parte do processo e engloba muitos e dife-
rentes aspectos: constroi-se um modelo matematico idealizado (em geral, geometri-
camente perfeito), impdem-se carregamentos e outros efeitos ambientais, e depois
se prevé o desempenho resultante através da andlise de todos os estagios de carga.
Para algumas estruturas a andlise matematica-numérica é suplementada ou com-
plementada por uma andlise fisica com modelos reduzidos do protétipo da estrutura,
ou mesmo do proprio prototipo em casos de producao em série industrial como, por
exemplo, aeronaves e automoveis. Em qualquer caso, a andlise estrutural tem como
alvo propiciar o necessario entendimento e apreciacdo do comportamento da estru-
tura e comparar o desempenho esperado com os requerimentos de projeto e pres-

cricdes de normas.

Uma estrutura é criada para servir a um proposito definido. Os requerimentos podem
ser para: abrigar um espaco (coberturas), suportar veiculos (pontes) e maquinas, ou
conter ou reter materiais (silos, barragens). Uma estrutura pode ser projetada com o
propésito de trafegar no espaco, estar sobre o terreno ou enterrada, flutuar ou ser
submergida. Para que ela cumpra o seu propdsito, distintos objetivos de projetos
devem ser especificados e satisfeitos, como por exemplo: seguranca, durabilidade,
desempenho em servico, conforto dos usuarios e exequibilidade pratica. Além des-

ses, a estética ou aparéncia da estrutura deve ser seriamente considerada.

De maneira a cumprir com esses e outros objetivos de projeto, deve-se ter um en-

tendimento aprofundado do comportamento dos materiais, dos componentes estru-
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turais e do sistema estrutural como um todo. Dentre os mais importantes objetivos
de um projeto ressalta-se a seguranca estrutural. Rupturas localizadas, distor¢des
excessivas, fadiga do material, flambagem e formacdo de mecanismos plasticos em
um sistema estrutural sdo inaceitaveis sob quaisquer circunstancias, ja que tais mo-
dos de colapso podem resultar em pesadas perdas materiais e, acima de tudo, de
vidas humanas. Além da seguranca contra o colapso, uma estrutura deve satisfazer
os critérios de utilizacéo, isto €, todos os aspectos de desempenho devem ser acei-
taveis para o uso pretendido.

As deformacdes (deslocamentos) e fissuracdo devem ser limitadas ao ponto de néao
serem notadas e ndo comprometerem a utilizacdo. Vibracdes e ruidos acusticos de-
vem ser controlados. Reservatoérios de liquidos e gases ndo podem vazar e funda-
¢Oes nao devem recalcar excessivamente. A chave para a plena satisfacdo dos cri-
térios e requisitos de utilizacdo é o completo entendimento do comportamento da
estrutura para todos os casos de carregamento e condi¢cdes de servico e ambientais,

ou seja, uma ampla analise estrutural.

4.1 ldealizagao estrutural

A maioria das estruturas consiste de uma montagem de diferentes elementos estru-
turais conectados entre si por ligacdes continuas ou discretas. O passo mais impor-
tante na analise matricial de estruturas é a formulacdo de um modelo matematico de
elementos discretos equivalentes a estrutura continua real. Este modelo € necessa-
rio a fim de se obter um sistema com um numero finito de variaveis (graus de liber-
dade) nos quais as operacdes de algebra matricial poderéo ser realizadas. A formu-
lacao de tal modelo chama-se de idealizacao estrutural. Desta forma Gere e Weaver
(1987, p.13) definem "NOs de uma estrutura reticulada sao pontos de intersecéo dos

membros, assim como os pontos de apoio e extremidades livres dos membros”.

Com base nisso, Venancio Filho (1975, p.1) define idealizac&o estrutural como:

[...] a transformacéo de um corpo elastico continuo em um sistema estrutu-
ral formado por uma reunido de elementos estruturais unidos entre si, atra-
vés de um numero finito de pontos. Estes sdo os nés do sistema estrutural
que procura ser o modelo do corpo eléstico considerado. Um elemento es-
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trutural é definido como uma parte do corpo elastico da qual é possivel co-
nhecer o comportamento a partir do conhecimento dos deslocamentos ou
forgas nodais do elemento. O comportamento do elemento estrutural € re-
presentado pelos deslocamentos, deformacdes unitarias e tensdes presen-
tes em qualquer ponto do elemento.

A unido dos elementos estruturais para formar o sistema estrutural é efetu-
ada de maneira que sejam satisfeitas as condicGes de equilibrio de forcas
nodais e de compatibilidade de deslocamentos nodais do sistema. Nos sis-
temas estruturais unidimensionais, os elementos estruturais sdo unidos en-
tre si apenas através dos nds. Portanto a idealizacdo estrutural corresponde
a situacdo real do sistema. No caso de sistema bi e tridimensionais, para
gue o sistema estrutural idealizado bem represente o corpo continuo do
qual procura ser o modelo, a unido dos elementos estruturais através dos
nés deve acarretar subsidiariamente a unido através de lados e faces co-
muns a dois elementos estruturais adjacentes.

O processo de idealizacdo estrutural € a primeira etapa a ser considerada
na analise matricial de um sistema estrutural. Ela deve ser tal que o compor-

tamento do modelo formado pela reunido dos elementos estruturais repre-
sente com precisdo o comportamento do corpo elastico real.

4.1.1 Graus de liberdade

Graus de liberdade sdo as variaveis envolvidas no processo de analise estrutural.
Quando se trata do método dos deslocamentos, por exemplo, os graus de liberdade
sdo as deformacdes (deslocamentos ou rotacdes) dos nds da estrutura.

4.1.2 Sistemas continuos

Sistemas continuos sdo aqueles compostos por uma infinidade de pontos materiais

e que possuem, portanto, um nimero infinito de graus de liberdade.

4.1.3 Sistemas discretos

Sistemas discretos sdo aqueles que possuem um numero finito de pontos materiais

e, portanto, um numero finito de graus de liberdade.
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4.2 Tipos de nos

Conforme definido na Sec¢éo 4.1, as estruturas sao divididas em elementos de di-
mensao finita, ligados entre si por pontos nodais (nds) onde se supdem a concentra-
cao de todas as forcas de ligacdo entre elementos. As acdes e deslocamentos séo
discretizados nos nds e a composicao destes elementos para constituir a estrutura

resulta em um sistema de equacdes algébricas que é tratado matricialmente.

421 NO livre

N6 em extremo da barra sem vinculagdo. Podem-se inserir nos livres em qualquer
ponto da estrutura com o objetivo de destacar alguma ocorréncia no ponto. Neste

caso, o no livre é conhecido, também, como no ficticio.

4.2.2 Apoio

Apoios sdo componentes ou partes de uma estrutura que impedem o0 movimento em
uma ou mais direcdes. Podem-se estabelecer trés possibilidades de movimentos:
translacao horizontal, translacéo vertical e rotacéo.

Os apoios sao classificados, basicamente, em trés tipos: Apoio mével ou apoio sim-
ples que impede o movimento de translagdo vertical permitindo a rotagédo do sélido
em torno do ponto e o movimento do ponto somente na dire¢cdo da reta; Apoio fixo
ou apoio duplo que impede os movimentos de translacdo horizontal e vertical permi-
tindo apenas a rotacao; e Engaste ou apoio triplo que impede o deslocamento do
ponto em qualquer direcéao e rotacao.

4.3 Estruturas reticuladas

Estruturas reticuladas sé@o sistemas constituidos por elementos lineares ligados en-

tre si por pontos nodais, ou nés da estrutura e ligados ao exterior atraveés de apoios.
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Figura 1: Tipos de estruturas reticuladas.
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Fonte: Sacoman (2012).

Elemento linear € aquele em que o comprimento longitudinal supera em pelo menos
trés vezes a maior dimensao da sec¢do transversal, sendo também denominado bar-
ra (NBR 6118, 14.4.1.1) (ASSOCIACAO ..., 2003).

A decomposicdo de uma estrutura em partes, que possam ser associadas a uma
teoria de calculo ja consolidada no meio técnico, d4 origem aos elementos estrutu-
rais. Os sistemas estruturais idealizados por meio de elementos unidimensionais
podem ser divididos em seis categorias com caracteristicas especificas (MARTIN,
1966, p.3) apresentados na Figura 1 sendo (a) viga continua, (b) trelica plana, (c)
poértico plano, (d) grelha, (e) trelica espacial e (f) portico espacial.
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4.3.1 Vigacontinua

Vigas sao elementos lineares, ou barras, em que a flexdo é preponderante. Geral-
mente sao utilizadas no sistema laje-viga-pilar para transferir os esfor¢os verticais
recebidos da laje para o pilar ou para transferir uma carga concentrada, caso sirva
como um apoio para o pilar. Pode ser composta de materiais como: madeira, ferro,

concreto armado.

De acordo com Gere e Weaver (1987, p.14), supfe-se que as forcas aplicadas a
uma viga, atuam em um plano que contém um eixo de simetria de sua secao trans-
versal. Além disso, todos os binarios externos que atuam sobre ela tém seus vetores
de momento normais a este plano, deformando-a no mesmo (plano de flexao) e néo
sofrendo torcdo. Em qualquer se¢éo da viga podem existir esforcos internos e, em

caso geral, podem incluir uma forca axial, uma forca cortante e um binario de flexao.

4.3.2 Trelica plana

Denomina-se trelica plana, o conjunto de elementos de construgdo como barras de
secao circular, retangulares, cantoneiras, perfil I, U e outros, interligados entre si,
sob forma geométrica triangular, retangular ou trapezoidal, através de pinos, soldas,
rebites, parafusos, que visam formar uma estrutura rigida, com a finalidade de resis-

tir a esforgos normais apenas.

A denominacéo trelica plana deve-se ao fato de todos os elementos do conjunto per-
tencerem a um unico plano. A sua utilizagcao na pratica pode ser observada em pon-

tes, viadutos, coberturas, guindastes e torres, entre outros.

Todas as forcas aplicadas se consideram atuando no plano da estrutura e todos os
binarios externos tém seus vetores de momentos normais a esse plano, da mesma
forma que ocorre na viga continua. As cargas consistem em forcas concentradas

aplicadas nos nés assim como for¢as que atuam nos préprios membros.

Para andlise, as cargas atuantes nos membros podem ser substituidas por cargas

estaticamente equivalentes que atuam nas articulacées. Logo a andalise de uma treli-
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ca plana sujeita somente a cargas dos nos fornece como resultado forcas axiais de
tensdo e de compressao nos membros. Além de forcas axiais, existem momentos
fletores e forcas cortantes naqueles membros que tém cargas que atuam diretamen-
te sobre eles. A determinacéo de tais esforcos resultantes constitui na analise com-
pleta das forcas que atuam sobre os membros de uma trelica. (GERE; WEAVER,
1987, p.14).

4.3.3 Portico plano

De acordo com Soriano (2005), pérticos planos sédo definidos como modelos de es-
truturas em barras retas ou curvas, situadas em um mesmo plano (usualmente verti-
cal), sob acdes externas que as solicitam apenas nesse plano, de maneira que em
cada secéo transversal de barra desenvolvam somente momentos fletores, esforgos

cortantes e normais de vetores representativos nesse plano.

Esse tipo de estrutura é largamente aplicado a diversas situacdes da engenharia
civil, tendo como principais exemplos a sua utilizacdo na composicao estrutural de
prédios, pontes, viadutos entre outras aplicagdes. Pode ser constituido de materiais
como: concreto armado, aco estrutural, aluminio estrutural, madeira, entre outros.
Apresentam-se como estruturas essenciais a quase todo tipo de edificacdo, bastante
observados no dia-a-dia, sendo um dos motivos para sua utilizacdo na elaboracéo
de projetos estruturais, sua versatilidade.

4.3.4 Grelha

Grelhas sdo constituidas por um sistema de vigas situadas em um mesmo plano,
perpendiculares ou ndo entre si, que se interceptam formando uma malha que rece-
be solicitagdes ndo coplanares. As vigas trabalham em conjunto para resistir as for-

cas atuantes que sao predominantemente perpendiculares a seu plano.

As grelhas podem ser feitas em ac¢o, concreto armado, concreto protendido, madei-
ra, como na Figura 2, entre outros. Sobre as vigas pode ser criada uma laje de con-
creto armado macica, porém lajes pré-moldadas em concreto armado e protendido
também sdo adequadas. Os sistemas de vigas pré-moldadas constituem em 6tima
solucdo quando ha necessidade de rapidez de execucéo.
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Figura 2: Grelha fabricada com pinus na Biblioteca Paulo Freire.

Fonte: Nakamura (2014).

Segundo Gere e Weaver (1987, p.15), todas as forcas sdo normais ao plano da es-
trutura e todos os binarios tém seus vetores no plano da grelha. Esta orientacdo de
carga pode dar como resultado torcdo assim como flexdo em alguns dos membros.
Considera-se que cada membro tem os eixos de simetria em sua secao transversal

de modo que a tor¢éo e flexdo se tornam independente uma da outra.

4.3.5 Trelica espacial

Uma trelica espacial € similar a uma trelica plana, exceto que os membros podem ter
qgualquer direcdo no espacgo, como ilustra a Figura 3.

As forcas que atuam em uma trelica espacial podem ter dire¢des arbitrarias, porém
qualquer binario que atua em um membro deve ter seu vetor de momento perpendi-
cular ao eixo dessa barra. A razdo dessa exigéncia é que um membro de trelica es-
pacial é incapaz de suportar momento de torcdo. (GERE; WEAVER, 1987, p.14).
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Figura 3: Trelicas metalicas e painéis de vidro na fachada.
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Fonte: Porto (2016).

4.3.6 Portico espacial

Os poérticos espaciais sdo formados por elementos lineares com ligacfes rigidas,
semirrigidas ou flexiveis. (PFEIL, W; PFEIL, M, 2009). Uma melhor modelagem é
alcancada com a insercao de trechos rigidos nas ligacdes entre as barras.

O modelo tridimensional € o mais completo para a andlise estrutural, visto que é ca-
paz de determinar momentos fletores e de tor¢céo, esforgos cortantes e normais de
todos os elementos. A Figura 4 ilustra porticos espaciais sustentando a estrutura do
edificio MASP.

Figura 4: Porticos sustentando a estrutura do edificio MASP.
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Fonte: Museu de Arte de S&o Paulo (2016).
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Seu uso é adequado para a analise de carregamentos verticais ou horizontais, apre-
sentando ou nao simetria. A andlise considera rotacdes devidas a torcdo, que po-
dem interferir nos esforcos finais. Além disso, é possivel a aplicacdo de forcas em
gualquer direcdo no espaco tridimensional. (SORIANO, 2010, p.214).

4.4 Sistema de coordenadas

Com a finalidade de identificar e ordenar matricialmente as acbes mecanicas (forcas
e momentos) e os deslocamentos (lineares ou angulares), existentes nos nos de
uma estrutura integrada (montada, continua) ou nas extremidades de um elemento
(isolado, quando subdividida a estrutura - "estrutura discretizada"), torna-se impres-

cindivel a determinacdo de um sistema de coordenadas arbitrario.

Sao necessérios dois sistemas de coordenadas chamados de sistema de coordena-
das globais e sistema de coordenadas locais. O sistema de coordenadas globais
refere-se aos graus de liberdade da estrutura como um todo, ou seja, estrutura mon-
tada, ja o sistema de coordenadas locais refere-se aos graus de liberdade dos ele-

mentos discretizados, ou seja, das partes da estrutura.

4.5 Métodos de analise matricial estrutural

Os métodos de andlise estrutural, como ilustra a Figura 5, podem ser divididos em
dois grupos: métodos analiticos e métodos numéricos. As limitacbes impostas pelos
métodos analiticos sdo bem conhecidas. Somente em casos especiais solucdes fe-
chadas séo obtidas. Solu¢des aproximadas podem ser achadas para algumas confi-
guracdes estruturais simples, mas, em geral, para estruturas complexas 0os métodos
analiticos ndo podem ser usados, e 0s métodos numéricos devem ser invariavel-

mente empregados.
Os métodos numéricos de analise estrutural podem ser subdivididos em dois tipos:
solugbes numéricas de equacdes diferenciais para deslocamentos ou tensdes, e mé-

todos matriciais baseados na idealizacéo discreta em elementos estruturais.

Nos métodos matriciais, toda teoria € desenvolvida na algebra matricial, através de
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todos os estagios da analise. A estrutura € inicialmente idealizada com uma monta-
gem de elementos estruturais discretos com formas presumidas da distribuicdo de
deslocamentos e tensdes, e a solucdo completa é entdo obtida pela combinacéo
dessa distribuicéo individual aproximada de deslocamento e tensGes de maneira que
se satisfaca o equilibrio de forcas e a compatibilidade de deslocamentos nas juncdes
desses elementos. Métodos baseados nesta abordagem mostram-se ser mais ade-

quados a analise de estruturas complexas.

Os métodos da Flexibilidade e da Rigidez, também chamados de método das forcas
e dos deslocamentos, respectivamente, sdo exemplos de métodos matriciais utiliza-
dos na Andlise Estrutural. Esses métodos podem ser aplicados geralmente em todos
os tipos de estruturas, inclusive estruturas reticuladas descritas na Secao 4.3, utili-
zadas nesse trabalho. Ambos os métodos sao fundamentais para o conceito e en-
volvem formulacdes matematicas semelhantes que se faz mediante a algebra matri-

cial.

A utilizacdo de uma notacdo matricial permite uma generalizagdo imediata de estru-
turas complicadas além de tornar o problema em uma forma ideal para a programa-
cdo computacional. Portanto, os métodos da Flexibilidade e Rigidez sdo uma ferra-
menta de grande importancia para a andlise estrutural de forma sistematizada e sdo

descritos nas Secbes 4.5.1 e 4.5.2.

Figura 5: Diagrama dos métodos.

Analise Estrutural

l
I |

Métodos Analiticos Métodos Numéricos
| | |
Solugdo de Métodos Matriciais
Equacdes Idealizacao de
Diferenciais Elementos discretos
| I [ I
Técnicas de Integragdo Método dos Método das

Diferencas Finitas Numérica Deslocamentos Forcas

Fonte: Elaborada pelo autor.
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4.5.1 Método da flexibilidade (Método das forcas)

O método da Flexibilidade pode ser usado para calcular qualquer estrutura estatica-
mente indeterminada. Para ilustrar as ideias fundamentais do método, considera-se
0 exemplo mostrado na Figura 6a. A viga ABC da figura tem dois lados de compri-
mentos iguais e esta submetida a uma carga uniformemente distribuida de valor w.
A viga é estaticamente indeterminada de primeiro grau, na qual quatro reacfes sao
possiveis (2 reacbes em A, 1em B e 1 em C) e trés equacdes de equilibrio estati-

co para agdes em um plano. A reagdo R, no apoio central se torna uma redundante

estatica e se retirada, obtém-se uma estrutura livre ilustrada na Figura 6b.

Sob a acdo da carga uniforme w, a estrutura livre se deforma como se mostra na

Figura 6¢. O deslocamento da viga no ponto B denominado por A, € dado pela ex-

pressao:

4
A, = 5wL
384El

onde El é arigidez a flexdo da viga. Porém, supde-se que a viga real ndo tem trans-
lagdo no ponto B e, portanto, a reagao redundante R, deve ser tal que produza na
estrutura livre um deslocamento para cima igual a A, como ilustra a Figura 6d. De
acordo com o principio da superposicao, o deslocamento final no ponto B na estru-
tura livre é o resultado dos deslocamentos causados pela carga w e pela reacéo

redundante R;. O deslocamento para cima devido a R; é:

3
A, = Rl
48EI

lgualando essas duas expressoes obtidas anteriormente, para A, tem-se:

swL! R,
384El  48El

(1)
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Figura 6: llustracdo do método da flexibilidade - exemplo 1.
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Fonte: Sacoman (2012).

A reagdo incognita R; pode ser obtida resolvendo a Equacéo 1:

Uma vez encontrada R;, pode-se encontrar as reacdes restantes da viga de dois
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membros através das equacdes de equilibrio estatico.

No exemplo anterior, o procedimento foi calcular os deslocamentos na estrutura livre
causados pelas cargas e pela acao redundante e, ap6s isso, formular uma equacao
relacionada com esses deslocamentos. A Equacdo 1 mostra que o deslocamento
vertical devido a carga é igual ao deslocamento para cima devido a rea¢do redun-
dante. Em geral, uma equacao desse tipo pode ser chamada de equacéo de compa-

tibilidade, equacao de superposi¢cdo ou equacao de geometria.

Uma aproximagdo que pode utilizar-se na resolugcdo de uma viga de dois membros
da Figura 6a consiste em encontrar o deslocamento produzido por um valor unitario
de R, e logo multiplica-lo por R, para encontrar o deslocamento causado por R, . E
mais comum e sistematico utilizar uma convencao de sinais para as acoes e deslo-
camentos em B como, por exemplo, supor que os deslocamentos e reagcfes séo
positivos quando tém direcdo para cima. Logo a aplicacdo de uma forca unitaria

(correspondente a R;) na estrutura livre, como se mostra na Figura 6e, fornece co-
mo resultado um deslocamento positivo &, . Esse deslocamento é dado pela expres-

sao:

3
O = L
48EI

(2)

O deslocamento causado por R, atuando somente sobre a estrutura livre € 5;R;. O

deslocamento causado por uma carga uniforme w atuando somente sobre a estrutu-

ra livre é:

o 5wl
B 384El

3)

Este deslocamento é negativo devido ao A, ser positivo quando tem diregdo para
cima. A superposicdo dos deslocamentos devido & carga w e a reacdo R, deve

produzir um deslocamento igual a zero da viga no ponto B e, portanto, a equacao

de compatibilidade é:
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Ag +5R, =0 (4)
onde:
A
R, =—Et 5
= =75, %)

Quando as expressdes dadas anteriormente para A, e 6, (Equacdes 2 e 3) séo

substituidas na Equacéao 5, o resultado é:

gue é o mesmo resultado obtido anteriormente. O sinal positivo no resultado denota

que R, tem diregao para cima.

Uma parte importante da solucdo precedente consiste na escrita da equacéo de su-
perposicdo (Equacao 4) que expressa o feito geométrico de que a viga nao sofre
deflexdo no apoio B . Incluidos nesta equacédo estao os efeitos da carga e da reacdo
redundante. O deslocamento causado pela reacdo tem sido expressado como o
produto da reacdo por um deslocamento causado por um valor unitario da reacao (

0zRy), sendo o segundo, o coeficiente de influéncia de flexibilidade. Se todos os

termos da equacgao sdo expressos com a mesma convencao de sinais, entao, o sinal

do resultado final denotara a direcdo correta da reacdo redundante.

Se uma estrutura é estaticamente indeterminada de um grau maior que o primeiro, a
aproximacédo utilizada no exemplo anterior deve ser modificada, introduzindo uma
notacdo mais generalizada. Para ilustrar essas caracteristicas, considera-se outro
exemplo de viga prismatica (Figura 7a). A viga ilustrada na figura € estaticamente
indeterminada de segundo grau e, portanto, uma estrutura livre estaticamente de-
terminada pode ser obtida liberando a viga de a¢bes redundantes. Podem-se esco-
Iher diferentes agcOes para as redundantes e a estrutura livre correspondente. Nas
Figuras. 7b, 7c, 7d e 7e se mostram quatro dessas possibilidades. Na primeira (Figu-
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ra 7b), o momento reativo em A e a forca em B se tornam as redundantes, portan-
to, a restricdo rotacional em A e em B se eliminam da viga original para obter-se a
estrutura livre. No caso seguinte (Figura 7c¢), 0 momento reativo em A e o0 momento
fletor em B sdao libertados e, portanto, a estrutura livre ndo tem restricdo rotacional
em A nem restricdo contra o momento fletor em B . A Ultima condicdo representa-se
pela presenca de uma articulagdo no ponto B da viga. A estrutura livre ilustrada na
Figura 7d se obtém soltando a reacdo e o momento fletor no ponto B . Por fim, a es-
trutura livre mostrada na Figura 7e se obtém selecionando as reacfes nos nos B e
C como redundantes. Esta estrutura livre particular é escolhida para a analise que
se segue. Todas as estruturas livres mostradas na Figura 7 sdo estaticamente inde-
terminadas e imdveis, pois em geral, somente estruturas desse tipo séo utilizadas no

método da flexibilidade.

As ag0Oes redundantes que sdo selecionadas para analise séo denominadas Q, e Q,

na Figura 7a. Essas acdes sao as forcas de reacdo nos nés B e C. Na Figura 7f,
ilustra-se uma estrutura livre sujeita a varias cargas que atuam sobre a viga original

que neste exemplo, supdem-se trés cargas concentradas B, P, e P, além de um

binario m. Essas cargas geram deslocamentos na estrutura livre e, em particular, 0s

deslocamentos que correspondem a Q, e Q, se produzem nos nos B e C. Estes

deslocamentos se denominam D, € D, , na figura. Nesta notagéo o simbolo D, &

QL1
utilizado para representar um deslocamento correspondente a uma acgéo redundante

Q causado pelas cargas sobre a estrutura. Os sub-indices numéricos denotam a

redundante que corresponde ao deslocamento.

Na Figura 7f, os deslocamentos D, apresentam-se na dire¢do positiva, para cima.

As direcOes positivas para os deslocamentos devem ser sempre as mesmas que as
direcdes positivas para as redundantes que correspondem ao deslocamento. Como
se supOe que as redundantes sdo positivas quando tém direcéo para cima, entdo os

deslocamentos também séo.



Figura 7: llustracdo do método da flexibilidade - exemplo 2.
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Para obterem-se os diferentes coeficientes de influéncia de flexibilidade que apare-

cem nas equacles de compatibilidade, aplicam-se valores unitarios das redundantes

Q, e Q, na estrutura livre. Para a condicdo Q, =1 ilustrada na Figura 7g, o coeficien-
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te de flexibilidade F,, é o deslocamento correspondente a Q, devido a um valor unita-
rio de Q,. Para a condigdo Q, =1 ilustrada na Figura 7h, o coeficiente de flexibilidade
F,, € o deslocamento correspondente a Q,devido a um valor unitario de Q, e F,, é
o deslocamento correspondente a Q, devido a um valor unitario de Q,. Os coeficien-

tes de flexibilidade se mostram em dire¢des positivas.

As equacdes de superposicao que expressam as condicdes de compatibilidade nos
ndés B e C da viga real podem agora ser escritas. Como os deslocamentos transla-

cionais nos apoios B e C séo zero, as equacdes sao:

DQLl + F11Q1 + F12Q2 =0

(6)
DQL2 +F,Q +F,Q,=0

A primeira destas equacdes representa o deslocamento total em B que é formado

por trés partes: o deslocamento devido as cargas, o deslocamento devido a Q, e o
deslocamento devido & Q,. A superposi¢do dos trés deslocamentos gera o desloca-

mento total que é igual a zero, 0 que acontece de forma similar na segunda equa-

cao.

E desejavel escrever as equacfes de superposicdo de uma forma mais geral. Sem-
pre € possivel que os movimentos dos apoios correspondentes as redundantes te-
nham lugar na viga original e tais deslocamentos serem inclusos na analise. Supo-

nha que D,, e D,, representam os deslocamentos reais na viga, correspondentes a
Q, e a Q,. Portanto D, representa o deslocamento do apoio B com a diregdo para
cima como positiva e da mesma forma D,, representa o deslocamento do apoio C.

As equacgles de superposicdo expressam que os deslocamentos finais correspon-

dentes a Q, e & Q, séo iguais as somas dos deslocamentos causados pelas cargas

e redundantes, portanto as equacgdes sao:
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Do, = Dy, + F,Q, + F,Q
Q1 QL1 1151 122
(7)

DQ2 = DQLZ + F21Q1 + F22Q2

Se ndo existirem os deslocamentos dos apoios, como € o caso deste exemplo, D, e

D,, sdo ambos zero e as Equacgdes 7 se reduzem as Equacoes 6.

Q2
Podem-se escrever as equacgdes de superposicao (7) na forma matricial como:

D, =D, +FQ 8)

onde D, € a matriz de deslocamentos reais correspondentes as redundantes; D, &

a matriz de deslocamentos da estrutura livre correspondentes as acdes redundantes

Q e devido as cargas; e F é a matriz de flexibilidade para a estrutura livre corres-
pondente as acfes redundantes Q. Para as equacfes dadas anteriormente, essas

matrizes sao:

DQ:(DQ]-]’ DQL:(DQL]-]’ F:[Fll Flz] eQ:[Q]-]
DQ2 DQL2 F21 Fzz Qz
Pode-se obter o vetor Q de redundantes resolvendo a Equacao 8 desta forma:

Q=F*(D,~Dy ) ©)

onde F representa a inversa da matriz flexibilidade. Desta equacéo, as redundan-

tes sdo calculadas depois de se obter as matrizes D,, D, e F.

A matriz D, normalmente € uma matriz nula, ou seja, todos seus elementos sao

iguais a zero, exceto quando uma ou mais redundantes é uma reacao de apoio que

tem um deslocamento de apoio correspondente. Como a matriz D, € nula, a Equa-

¢cao 9 para as acoes redundantes Q torna-se:
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Q=F"*(0-Dg )=-F Dy (10)
Pode-se utilizar esta equacao sempre que os deslocamentos D, sao zeros.

Para mostrar o uso das equacdes matriciais dadas anteriormente, considera-se a
viga da Figura 7a. Para ter um exemplo especifico, supfe-se que a viga tem uma
rigidez a flexdo constante EI em ambos os lados e que as a¢bes sobre as vigas

sao:
P=2P,M=PL,P,=PeP=P

Supde-se também que ndo existem deslocamentos em nenhum dos apoios da estru-

tura. Deve-se encontrar primeiro as matrizes D,, D, e F como mencionado anteri-
ormente. Como na viga original ndo existem deslocamentos correspondentes a Q, e
Q,, a matriz D, & nula. A matriz D, representa dos deslocamentos da estrutura livre

correspondentes as redundantes e causados pelas cargas. Estes deslocamentos se
encontram considerando a Figura 7f que mostra a estrutura livre sob a acao de car-

gas. Os deslocamentos na viga correspondentes a Q, e Q,possuem 0s seguintes

resultados:

_13pL°
14|
_97pL’
QL2 48EI

Os sinais positivos dessas expressfes mostram que os deslocamentos tém direcéo

para cima. Dos resultados anteriores, pode-se obter o vetor D, :

o - PL® (26
o 48E1( 97

A matriz de flexibilidade F se refere as vigas apresentadas nas Figuras. 7g e 7h. A
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viga da Figura 7g, que esta sujeita a uma carga unitaria correspondente a Q,, tem

deslocamentos dados pelas expressoes:

L3

F o=——
"3E
s
2 BEI

e, de forma similar, os deslocamentos na viga da Figura 7h s&o:

513
FE. ===
2 6EI
s
%2 3El

Dos resultados obtidos anteriormente, pode-se formar a matriz de flexibilidade:
(2 5
F= L
6EI\5 16
A inversa da matriz de flexibilidade tem como resultado:
. 6EI 16 -5
785 2

Nota-se que tanto a matriz de flexibilidade como sua inversa sdo simétricas. Na eta-

pa final da analise, pode-se utilizar as Equacfes 10 para se obter as acfes redun-

dantes Q da seguinte maneira:

(Q)_ 6EI(16 -5) PL® (26) P (69
Q= Q,) 703\-5 2 )48EI\97) 56|-64

Desta expressao, pode-se notar que as reacdes verticais nos apoios B e C da viga
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da Figura 7a sao:

69P 8P
= e = ——
Q=75 Q=7

O sinal negativo de Q, indica que a reagéo tem diregéo para baixo.

As acdes redundantes sdo obtidas da maneira apresentada no exemplo anterior.
Podem-se encontrar as acfes restantes da viga através das equacdes de equilibrio
estatico. Os deslocamentos em qualquer ponto da viga podem ser obtidos sem ne-
nhuma dificuldade ja que todas as acdes sao conhecidas e uma maneira de se fazer
isso é subdividir a viga em duas simplesmente apoiadas. Cada viga possui momen-
tos desconhecidos nos extremos, assim como pelas cargas, e podem-se calcular os

deslocamentos.

As equacdes matriciais do método da flexibilidade (Equacdes 8, 9 e 10) foram obti-
das baseadas na viga exemplo da Figura 7, mas pode-se aplicar em qualquer estru-
tura reticulada estaticamente indeterminada de qualquer grau. Em geral, quando se
tem n graus de indeterminacdo estéatica, a ordem da matriz de flexibilidade F sera

nxn e a ordem de todas as outras matrizes sera nx1.

45.1.1 Inversada matriz de flexibilidade

A andlise de uma estrutura através do método da flexibilidade requer a determinacéo
da matriz de flexibilidade F . Esta matriz é obtida calculando os deslocamentos na
estrutura livre, invertendo F e substituindo na Equacgéo 9 resolvendo o vetor Q de

redundantes. Como a inversa da matriz de flexibilidade € uma matriz de rigidez, é

natural a possibilidade de conhecer F™ diretamente. Tal procedimento é possivel,
mas, como se mostra a seguir, a inversdo da matriz de flexibilidade é uma etapa es-

sencial na andlise.

Cada matriz de flexibilidade e rigidez pode se associar como um jogo de acdes e
deslocamentos correspondentes. No caso da matriz F utilizada no método da flexi-
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bilidade, as acbes séo redundantes que atuam sobre a estrutura livre. A matriz de
flexibilidade é formada pelos deslocamentos correspondentes as redundantes e de-
vido a seus valores unitarios e, portanto, a inversa da matriz de flexibilidade é for-
mada pelas agbes correspondentes as redundantes e devido a valores unitérios dos
deslocamentos correspondentes a estas. Cada elemento da matriz € uma acao so-
bre a estrutura devido a um deslocamento unitario correspondente a uma redundan-
te particular, enquanto que todos os outros deslocamentos correspondentes as re-

dundantes s&o zero. Esta matriz rigidez, igual a F ™, € denominada com o simbolo K.

Figura 8: Inversa da matriz de flexibilidade.

(@)

A
A 4
A

- T ) ()
T K

Fonte: Sacoman (2012).

Para mostrar o significado fisico da matriz K, ilustra-se a viga de dois membros da
Figura 8a. E a mesma viga considerada no exemplo anterior (Figura 7), e as redun-

dantes s&o as reagfes Q, e Q, nos apoios B e C. Na Figura 8b, a viga é mostrada
com um deslocamento unitario correspondente a Q, enguanto que o deslocamento

correspondente a Q, é igual a zero. As agdes correspondentes a Q, e Q, mostram-
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se como K, e K,,, que séo os elementos da primeira coluna da matriz rigidez K.

De modo similar, na Figura 8c, a viga esta sujeita a um deslocamento unitario cor-

respondente a Q, e as agdes resultantes correspondentes a Q, e Q, se denominam

K,, e K,,. A partir da avaliacéo destas agdes para as vigas da figura, os resultados s&o:

96EI 30ElI 12EI
- IR T

Portanto a matriz inversa K é
K :[Kn K12]:6|5| (16 —5]
Ky, K, 78(-5 2

Esta matriz € a mesma que a matriz F* encontrada anteriormente para a mesma

viga.

Se as quatro acgdes K, K,, K,, e K,, sdo obtidas pelo método da flexibilidade utili-
zando Q, e Q, como redundantes, os calculos da matriz de flexibilidade F e de sua

inversa sdo necessarios. Portanto, o trabalho de determinar a matriz K diretamente
na estrutura, envolve as mesmas operacdes que o procedimento usual. Em geral, o
método de solucao mais conveniente através do método da flexibilidade consiste em
determinar a matriz de flexibilidade a partir de uma anélise da estrutura livre, inverter

essa matriz e substituir na Equacao 9 para encontrar as redundantes.
4.5.1.2 Algoritmo para o método da flexibilidade

A andlise de uma estrutura através do método da flexibilidade € descrita através dos
seguintes passos:

1 - Enunciado do problema.

2 - Selecao da estrutura livre.

3 - Analise da estrutura livre sob o efeito de cargas.

4 - Andlise da estrutura livre para valores unitarios das redundantes.

5 - Determinacéo das redundantes.

6 - Determinacdo de outros deslocamentos e acoes.
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4.5.2 Método darigidez (Método dos deslocamentos)

O método da rigidez se difere do método da flexibilidade nos conceitos fisicos que
estdo envolvidos, embora sejam similares em sua formulacdo matematica. Em am-
bos os métodos as equacgBes fundamentais sédo obtidas utilizando o principio da su-
perposicdo. No método da flexibilidade, as entidades desconhecidas séo as acfes
redundantes, porém no método da rigidez as incégnitas sdo os deslocamentos dos
nés da estrutura, e portanto, o0 nimero de incognitas que se deve calcular € igual ao
grau de indeterminacdo cinematica ou grau de liberdade. O método da rigidez envol-
ve 0 uso intenso de acdes e deslocamentos em membros com as extremidades en-

gastadas.

Para ilustrar os conceitos do método da rigidez, considera-se a andlise da viga da
Figura 9a. Esta viga tem um apoio engastado em A,um apoio movel em B e esta
sujeita a uma carga uniformemente distribuida w. A viga € cinematicamente inde-
terminada de primeiro grau (despreza-se as deformacgfes axiais), na qual o Unico

deslocamento de n6 desconhecido é a rotagdo 6, no né B. A primeira fase da ana-

lise é determinar essa rotacéo e apos isso, determinar as diferentes acdes e deslo-

camentos em toda a viga.

No método da flexibilidade, uma estrutura livre estaticamente determinada é obtida
alterando a estrutura real de tal modo que as acdes das redundantes selecionadas
sejam zero. A operacado analoga no método da rigidez € obter uma estrutura cinema-
ticamente determinada alterando a estrutura real de modo que todos os desloca-
mentos desconhecidos sejam zero. Como os deslocamentos desconhecidos sao as
translacdes e rotacdes dos nés, pode-se iguala-los a zero impedindo que os nés da
estrutura tenham deslocamentos de qualquer classe. A estrutura obtida ao restringir
todos os nos da estrutura real se chama estrutura fixa. Para a viga da Figura 9a a
estrutura fixa € obtida restringindo o n6 B, impedindo qualquer rotacdo. Portanto, a
estrutura fixa € a viga engastada mostrada na Figura 9b.

Quando as cargas atuam sobre a viga fixa (Figura 9b), existe um binario M, que ocorre

no apoio B . Este binério reativo tem o sentido horario e é dado pela expressao:
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M, = (11)

Nota-se que o binario M, é uma acéo correspondente a rotagdo 6, que é a entida-
de desconhecida na analise. Devido ao que existe no momento no né B da viga real
da Figura 9a, € necessario considerar que a viga fixa estd sujeita a um momento
igual e oposto a0 momento M, . Este momento se mostra atuando sobre a viga na
Figura 9c. Quando as ac¢des que atuam sobre as vigas em (b) e (c) se sobrepde,
produzem as acdes sobre a viga real e, portanto, a analise da viga da Figura 9a po-
de ser considerada como a superposicao dos elementos mostrados nas Figuras 9b e

9c e entdo, a rota¢do produzida pelo binario M, na Figura 9c é igual a 6, .

A relagé@o entre 0 momento M, e arotagdo 6, na viga da Figura 9c é:

4EI
MB :TGB (12)

onde El € a rigidez a flexdo da viga. Igualando as expressfes das Equacbes 11 e

12 tem-se:
wl?  4El
12 L ®
onde
owl
5 48El

Portanto, determina-se a rotacdo no né B da viga.

De maneira anéloga a utilizada no método da flexibilidade, € conveniente no exem-
plo anterior considerar a estrutura fixa sob o efeito de um valor unitario da rotagao
desconhecida. E necessario também formular a equacdo para a rotacdo como uma
equacao de superposicao e utilizar uma convencao de sinais para todos os termos
da equacéo. Este procedimento € utilizado para a viga da Figura 9.
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Figura 9: llustracdo do método da rigidez - exemplo 1.
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Fonte: Sacoman (2012).

O efeito de um valor unitario da rotacdo desconhecida se mostra na Figura 9d, onde

a viga fixa esté sujeita & acdo de um binario m; que produz um valor unitario da ro-
tacdo 6,. Como o momento m, é uma acao correspondente a rotagdo 6, e causado
por um valor unitario da rotacéo, sabe-se que m, é um coeficiente de rigidez para a

estrutura fixa e seu valor é:

Ao formular a equacado de superposicdo, os binarios do n6 B se sobrepdem da se-
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guinte maneira: o binario na viga fixa sujeita a carga (Figura 9b) se soma com o bi-

nario m; (correspondente a um valor unitario de 6,) multiplicado por 6, . Portanto, a

soma desses termos deve dar o binario no n6 B da viga real que neste exemplo é
igual a zero. Todos os termos da equacgdo de superposicdo se expressam com a
mesma convencado de sinais, ou seja, todos os binarios e rotacdes no né B séo po-
sitivos quando tem um sentido anti-horario. De acordo com essa convencao, o bina-

rio M, na viga da Figura 9b é negativo:

wlL?
8 12

A equacdao de superposicdo dos mementos no apoio B é:

M; +mg6, =0 (13)

ou

L2 4E]
W g =0
12 L

Resolvendo esta equacao obtém-se:

B wL®
B 48EI

que é o mesmo resultado obtido anteriormente. O sinal positivo no resultado significa
gue a rotacao tem sentido anti-horario.

A parte fundamental na solugéo anterior consiste em escrever a equacao de super-
posicao (13) que expressa que o0 momento em B na viga real é zero. Nesta equacao
esta incluso o momento provocado pelas cargas que atuam sob a estrutura fixa e o
momento causado pela rotacdo da extremidade B. O ultimo termo da equacgéo é

expresso como o produto do momento causado por um valor unitario do desloca-
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mento desconhecido (coeficiente de rigidez) pelo deslocamento desconhecido. Os
efeitos se somam algebricamente utilizando a mesma convencédo de sinais para to-
dos os termos da equacao. A equacao pode chamar-se equagao de superposicao ou
equacao de equilibrio de né.

Uma vez obtida a rotacdo desconhecida O para a viga, é possivel calcular outras
entidades, tais como as acfes nos extremos e as reagcdes. Como exemplo, supde-se
que deva encontrar a for¢a de reacdo R que atua no apoio A da viga (Figura 9a).

R

Esta forca € a soma da forca reativa correspondente A no apoio A na Figura 9b e

O , multiplicada pela forca s na Figura 9d, como se apresenta na seguinte equacgao

de superposicao:
R=R,+0,r,

R

As forgas " e Fa podem ser calculadas para a viga fixa:

wL 6El
A 2 € rA = L2

2

Quando estes valores, assim como 0s encontrados previamente para “8 sao substi-

tuidos na equacdao anterior, o resultado é:

Podem-se utilizar os mesmos conceitos para calcular qualquer outra acao ou deslo-
camento da viga. Em todos os casos, devem-se encontrar primeiramente os deslo-

camentos dos noés desconhecidos.

Se uma estrutura € cinematicamente indeterminada de grau maior que um, deve-se
introduzir uma aproximacédo mais organizada para a solugdo assim como uma nota-

cdo mais generalizada. Para isso, se analisara a mesma viga de dois lados utilizada



52

anteriormente como exemplo para o método da flexibilidade, porém agora para o
método da rigidez (Figura 10a). A viga tem uma rigidez a flexao constante igual a El ,

esta sujeita as cargas M, B, P, e B,. Como os n6és B e C podem sofrer rotacdes, a

estrutura é cinematicamente indeterminada de segundo grau quando se despreza as

deformagdes axiais. Sejam D, e D, os deslocamentos desconhecidos nestes pon-

tos, respectivamente, e suponha que as rotagcbes com sentido anti-horario sédo posi-
tivas, podem-se determinar esses deslocamentos desconhecidos resolvendo equa-
cOes de superposicdo para as acdes nos nés B e C como se descreve a sequir.

Figura 10: llustracdo do método da rigidez - exemplo 2.
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Fonte: Sacoman (2012).



53

O primeiro passo na andlise consiste em aplicar fixacdes imaginarias nos nés para
prevenir todos os deslocamentos. A estrutura fixa que se obtém mostra-se na Figura
10b e é formada por duas vigas engastadas. Supde-se que a estrutura fixa esta sob
a acao de cargas exceto aquelas que correspondem aos deslocamentos desconhe-

cidos, portanto, mostram-se unicamente as cargas P, P, e P,. Todas as cargas que

correspondem aos deslocamentos de nos desconhecidos, tais como M neste

exemplo, consideram-se posteriormente. Os momentos A, , e A, (Figura 10b) s&o
as acgOes das restrigdes (contra a estrutura fixa) correspondentes a D, e D,, respec-

tivamente, e causadas por cargas que atuam sobre a estrutura, por exemplo, a acéo

de fixacdo ou restricdo A, , & a soma do momento reativo em B devido a carga R,
que atua sobre o membro AB e o momento reativo em B devido & carga P, que

atua no membro BC. Estas ac6es podem ser encontradas com o auxilio de formulas

para momentos de engastamento em vigas.

Para gerar os coeficientes de rigidez nos nés B e C introduz-se, separadamente na

estrutura fixa, valores dos deslocamentos desconhecidos D, e D,. Um deslocamen-
to unitario correspondente a D, consiste em uma rota¢do unitaria do n6 B como
ilustra a Figura 10c. O deslocamento D, permanece igual a zero nesta viga e, por-
tanto, as acdes correspondentes a D, e D, sédo os coeficientes de rigidez S;;, e S,

respectivamente. Estas rigidezes estdo formadas pelos binarios produzidos pelas
fixacdes na viga nos n6s B e C respectivamente. O calculo destas a¢des néo é difi-
cil quando se conta com férmulas para momentos de engastamento. A condicdo que

D, é igual a unidade e D, igual a zero se mostra na Figura 10d. Na figura, a rigidez
S,, € a acdo correspondente a D, e S,, a D,. Nota-se que em cada caso o coefici-

ente de rigidez é a acdo que a fixacdo artificial exerce sobre a estrutura.

Podem-se escrever agora duas equacdes de superposicdo que expressam as con-
dicdes pertinentes aos momentos que atuam sobre a estrutura original (Figura 10a)

nos noés B e C. Sejam as acdes na estrutura real correspondentes a D, e D, cha-
madas A,, e A,,, respectivamente. Estas a¢des séo zero em todos 0s casos exceto

guando uma acao concentrada externa se aplica em um né correspondente a um
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grau de liberdade. Neste exemplo da Figura 10, a agdo A,, éiguala M e A,, igual

a zero. As equacg0Oes de superposicao expressam que as a¢des na estrutura original
(Figura 10a) sao iguais as acfes correspondentes na estrutura fixa devido as cargas
(Figura 10b) mais as agbes correspondentes na estrutura fixa sob deslocamentos
unitarios (Figuras 10c e 10d) multiplicadas pelos préprios deslocamentos. Portanto

as equac0Oes de superposi¢cao sao:

ADl = ADLl + S11 D1 + S12 D2

Aoz = ADLZ + S21D1 + Szz Dz

(14)

A convencéo de sinais utilizada nessas equacfes é que 0s momentos sdo positivos
guando tem o mesmo sentido (anti-horario) que os deslocamentos desconhecidos

correspondentes.

Quando as Equacdes 14 se expressam na forma matricial, tem-se:
A, =A, +SD (15)

onde o vetor A, representa as agdes na viga original correspondentes aos desloca-
mentos de nos desconhecidos D, o vetor A, representa acdes na estrutura fixa

correspondentes aos deslocamentos de nd desconhecidos e causados pelas cargas
e S é a matriz de rigidez. Para o exemplo da Figura 10, as matrizes sao:

_ Aoy _ Aois _ Sy S, _ D,
S L N e NI R

Em geral, essas matrizes terdo muitas linhas como existem deslocamentos de nés
desconhecidos. Portanto, se d representa o nUmero de deslocamentos desconheci-

dos, a ordem da matriz rigidez S é dxd e A,, A, € D s&o vetores de ordem d x1.

Subtraindo A, de ambos os lados na Equacdo 15 e multiplicando por S™* obtém-se

a seguinte equacéo para os deslocamentos desconhecidos:
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D=5%(A,~Ay) (16)

Esta equacao representa a solucdo para os deslocamentos nas condi¢cdes da matriz

devido aos elementos A,, A, e D serem conhecidos ou poderem ser obtidos a

partir da estrutura fixa. Além disso, as acfes de extremo e reacdes da estrutura po-

dem ser encontradas uma vez que se conhecam os deslocamentos dos nés.

Para demonstrar o uso da Equacédo 16, os dados de carga para andlise da viga da

Figura 10a s&o os seguintes:

P=2P, M=PL, P,=PeP,=P

Quando as cargas P,, P, e P, atuam sobre a estrutura fixa (Figura 10b), as ag6es
A,, e A,, correspondentes a D, e D,, respectivamente, se desenvolvem nos

apoios B e C. Como o binario M correspondente a um dos deslocamentos desco-

nhecidos é dado por meio da matriz A,, as agbes A, , e A, , S&o encontradas a

partir de férmulas para momento de engastamento:

PL PL PL
= 4 £ -
ADLl 8 8 8
_ PL PL
ADL2 8 - 8
Portanto, a matriz A, é:
PL(-1
o —?[_J

Pode-se observar nestes calculos que a carga P, ndo interfere na matriz A, e, por-

tanto, ndo afeta nos calculos para os deslocamentos de né e sim nos célculos para

reacdes da viga real.
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Figura 11: Rigidez de membro para uma viga.
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m
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Fonte: Sacoman (2012).

I

A matriz rigidez S consiste nos coeficientes de rigidez mostrados nas Figuras 10c e
10d. Cada coeficiente € um binario correspondente a um dos deslocamentos desco-
nhecidos e devido a um valor unitdrio de um dos deslocamentos. Na Figura 10c
mostram-se elementos da primeira coluna da matriz rigidez e na Figura 10d elemen-
tos da segunda coluna. Para encontrar estes coeficientes, considera-se primeiro a
viga engastada mostrada na Figura 11. Esta viga esta sujeita a uma rotacéo unitaria

4EI . 2El
no extremo B que tem como resultado T € 0 momento no extremo oposto & T

6L|52| . Todas as ac¢des mostra-

das na Figura 11 chamam-se rigidez do membro, gracas as acdes nos extremos do
membro, devido a um deslocamento unitario de um extremo. O extremo da viga que
sofre o deslocamento unitario € chamado de extremo proprio da viga e o extremo

oposto de extremo distante.

A maneira de calcular as rigidezes de n6 S, e S,, na Figura 10c pode ser feita, por-

tanto, mediante o uso das rigidezes do membro. Quando a viga gira um angulo uni-

L . L . 4El s ~
tario no né B, obtém-se um momento igual a - devido a rotacdo do extremo do

membro AB. Um momento de valor igual é obtido devido a rotagdo do extremo do

membro BC . Portanto, 0 momento total em B, igual a S, é:

Sy=—+—= 17)
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A rigidez S,, € o momento obtido no n6 C quando o n6 B gira um angulo unitario.

Como o né C é o extremo distante do membro, o coeficiente de rigidez é:

Tanto S;;, como S,, sé@o positivos devido a atuarem em sentido anti-horario. Os coe-
ficientes de rigidez S,, e S,, sdo mostrados na Figura 10d, sendo o primeiro igual a

L ~ . . 4E|
Z—EI gue é uma acéo no extremo distante do membro BC e, o segundo, igual a -

no extremo préximo do membro.

A matriz rigidez S pode ser formada com os coeficientes de rigidez descritos anteri-

ormente:
8 2
5=t
L{2 4
Cada um dos elementos em S é uma rigidez de n6 que representa a acdo em um

dos nds da estrutura devido a um valor unitario de um deslocamento de um dos nés.

Neste exemplo, a rigidez de n6 S, é a soma das rigidezes de membro de extremo
proximo com 0s membros que se unem nesse n6. De modo similar, a rigidez S,, é
uma rigidez de membro de extremo proximo. Por outro lado, as rigidezes S, e S,,

sédo formadas por rigidezes de membro de extremo distante para membros que se
conectam a um né que tenha sofrido rotacdo. Em um exemplo mais geral, encontra-
se que os elementos de rigidez da diagonal principal sempre estdo compostos de
rigidezes de extremo préximo enquanto que os que estdo fora da diagonal podem
ser rigidezes de extremo préximo ou distante. Uma vez determinada a matriz rigidez

S, pode-se encontrar sua inversa:

gi_ L (2
14E1(-1 4

A seguinte matriz a se determinar é a matriz A, que representa as agdes na estrutu-
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ra real correspondentes aos deslocamentos unitarios. Neste exemplo, a carga exter-

na que corresponde a rotacdo D, é o binario M (igual a PL) no n6 B. N&o existe

momento no né C correspondente a D, e, portanto, a matriz A, é:

A - PL
Lo
Uma vez determinadas as matrizes A,, S e A, , pode-se encontrar a matriz de

deslocamento D da estrutura real substituindo na Equagéao 16:

ol A AL

Portanto, as rotagbes D, e D, nos n6s B e C s&o respectivamente:

17PL? pL2
D, = eD,=—= (18)
112E] 112E]

O proximo passo, uma vez encontrados 0s deslocamentos de n6 é determinar as
acOes de extremo e as reacdes da estrutura. Como no método da flexibilidade, exis-
tem duas abordagens para seguir quando se faz as opera¢des manualmente. Uma
delas é obter as acbes de extremo assim como as reacdes efetuando célculos sepa-
rados uma vez encontrados os deslocamentos de nés. A outra maneira € efetuar os
calculos de modo sistematico simultaneamente com os célculos para encontrar 0s
deslocamentos. Utilizando o primeiro método, as acdes de extremo séo obtidas con-
siderando cada membro em particular da estrutura. Para cada membro determinam-
se os efeitos das cargas sobre o membro fixo e os efeitos dos deslocamentos nos
extremos nos membros e posteriormente, combina-se esses resultados com as
acOes de extremo da viga original. Este método é bastante apropriado para um pro-
grama computacional e, portanto, foi utilizado no desenvolvimento deste trabalho.

O segundo método para encontrar acdes de extremo e reacbes € apropriado para
calculos manuais, devido ser sistematico e generalizar-se facilmente. Para demons-
trar as operacdes, considera-se novamente a viga de dois lados ilustrada na Figura

10. As matrizes de acOes nos extremos dos membros e reagdes na estrutura real
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(Figura 10a) se denominam A, e A,, respectivamente. Na estrutura fixa sujeita as

cargas (Figura 10b), as matrizes de agbes de extremo e reagdes correspondentes a

A, e A, denominam-se A, e A, , respectivamente. Deve notar-se que quando se

tem qualquer referéncia as cargas que atuam sobre a estrutura fixa, supfe-se que
todas as cargas reais sao levadas em consideragdo exceto aquelas que correspon-
dem a um deslocamento desconhecido. Portanto, a carga de n6 M mostrada na
Figura 10a ndo aparece na estrutura fixa da Figura 10b. Considera-se que todas as

outras cargas atuam sobre a viga fixa da Figura 10b, incluindo a carga P,. Essa car-
ga néo afeta as acbes de extremo A, na estrutura fixa, mas sim, as reacoes A, .
Cada uma das matrizes A, e A, sé&o de ordem mx1, supondo que m representa o
namero de acgdes de extremo e de forma igual, as matrizes A, e A, s&o de ordem

rx1, onde r representa o nimero de reacdes.

Na estrutura fixa sujeita a deslocamentos unitarios (Figuras 10c e 10d), as matrizes

de agOes de extremo e reagdes se denominam A, e A,,, respectivamente. A pri-

meira coluna de cada uma das matrizes contém as ac¢fes obtidas da viga fixa na
Figura 10c e a segunda coluna é formada por a¢bes obtidas da viga na Figura 10d.

No caso geral, as matrizes A,, e A,, séo de ordem mxd e rxd, respectivamente,

onde d representa o niumero de deslocamentos desconhecidos.

As equacOes de superposicao para as acdes de extremo e reacdes na estrutura real

podem ser expressas na forma matricial:

Av =Aw +AwD (29)
A = Ay + A D (20)

As equacdes anteriores e a Equacao 15 juntas constituem as trés equacdes de su-
perposi¢cdo do método da rigidez. A solucdo completa de uma estrutura consiste em
resolver a matriz D de deslocamentos da Equacéo 16 e logo substituir nas Equa-

coes 19 e 20 para determinar A, e A,. Quando feito isso, todos os deslocamentos

de no, acdes de extremo e reacdes da estrutura sédo conhecidos.
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Considera-se agora o uso das Equacdes 19 e 20 na solucao da viga de dois lados
ilustrada na Figura 10. Os deslocamentos desconhecidos D foram determinados

previamente (Equacdo 18) e o que resta € determinar as matrizes A, , Ay, Ap €
A, . Suponha que as acgOes de extremo que devem ser calculadas sédo a forga cor-
tante A,, e o momento A, no extremo B do membro AB, e a forga cortante A, e
o0 momento A,, no extremo B do membro BC. Supde-se também que as reagles
que devem ser calculadas sé@o a for¢ga A,, e o binario A;, no apoio A; e as forcas
A, e Ay, nos apoios B e C. As duas primeiras reagdes sdo as mesmas da solugéo

anterior e as duas Ultimas séo as redundantes da mesma solucéo anterior. Conside-
ram-se positivas todas essas a¢des quando tem direcao para cima e em sentido an-
ti-horario.

Na estrutura fixa sujeita as cargas (Figura 10b), o0s momentos de extremo e as rea-

¢cOes em termos das cargas P, P, e P, séo 0s seguintes:

P PL P P,L
Arvn_l:El’ ALz :_1?’ AMLs:?2 eAMLAZZ?

P PL P P P
ARlegla AxL :1?! ARL3231+?2 eARLAZEZ_F%

Os valores das cargas (P, =2P, P,=P, P,=P) podem substituir nessas expressoes,

formando-se deste modo as matrizes A, e Ay :

8 4
Pl -2L P| L

= — e = —
An 8| 4 A 4] 6
L 2

As matrizes A, e A,, sdo obtidas de uma analise das vigas mostradas nas Figuras
10c e 10d. Por exemplo, a acdo de extremo A, € a forca cortante no extremo B
do membro AB devido a um deslocamento unitario correspondente a D, (Figura

10c). Portanto, essa acao de extremo é:
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6EI
AMDll = _?

como se pode ver na Figura 11. A reagdo A, € a forga vertical no apoio A da viga

da Figura 10c e é:

6El
ARDll :?

De modo similar, as outras acdes de extremo e as reacdes podem ser encontradas
para a viga mostrada na Figura 10c. Estas entidades constituem as primeiras colu-

nas das matrizes A, € A, . Os termos das segundas colunas sao encontrados me-

diante andlises similares e os resultados séo apresentados a seguir:

6 0 6 0
El|4L O EI|{2L 0

= — e e p—
126 6 Aeo 1’| 0 6
4L 2L 6 -6

Substituindo as matrizes A, e A dadas anteriormente, assim como a matriz D

obtida previamente na Equacédo 19, obtém-se o seguinte resultado:

8 6 0 5
P|-2L| EI|4L 0 | PL2 (17 P |20L
-5) 56| 64

+_
8| 4 2| 6 6 [112El
L 4L 2L 36L

Substituindo as matrizes A, , A, € D na Equacao 20 podem-se encontrar as rea-

coes:

107
P |3IL
56| 69
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O método de solucéo descrito para a viga de dois lados é bastante geral em seus
conceitos basicos e as equac¢fes matriciais 15 a 20 podem ser utilizadas na solucdo
de qualquer tipo de estrutura reticulada.

45.2.1 Inversada matrizde rigidez

A matriz rigidez S utilizada no método de andlise de rigidez é invertida durante o
processo de solucdo. A matriz inversa é uma matriz de flexibilidade, porém, ndo € a
matriz flexibilidade F utilizada para analisar a mesma estrutura mediante o método
da flexibilidade. Para que sejam iguais, as acdes redundantes na solucédo pelo mé-
todo da flexibilidade tém que corresponder aos deslocamentos desconhecidos do
método da rigidez, o que é uma condicdo impossivel. Esta falta de correspondéncia
€ mostrada referindo-se a viga de dois lados utilizada como exemplo (Figura 12a).
No método da rigidez, os deslocamentos desconhecidos desta viga sdo as rotacdes
nos n6s B e C. No método da flexibilidade, as acdes redundantes podem ser rea-
¢Oes de apoio ou resultado de esforgos internos. Nao existe um jogo que forneca
redundantes que corresponda aos deslocamentos conhecidos de no.

Figura 12: Inversa da matriz de rigidez.
1A B C
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Fonte: Sacoman (2012).



63

O significado fisico da inversa da matriz rigidez S é conhecido em qualquer estrutu-
ra em particular. Como a matriz S é formada por acdes correspondentes aos deslo-
camentos de né devido a valores unitarios destes deslocamentos, a matriz inversa
deve ser formada por deslocamentos de n6 devido a valores unitarios das acdes cor-
respondentes a esses deslocamentos. Para a viga de dois lados ilustrada na Figura
12, mostra-se nas partes (b) e (c) valores unitarios das a¢des correspondentes aos
deslocamentos de né. Cada uma das acdes unitarias € um binario devido aos deslo-
camentos de n6 com giros. Os giros nos nds devido a estes binarios unitarios sdo os
elementos da matriz inversa S, a que se denomina pelo simbolo R. Portanto, na

figura os giros sdo denominados por R,, R,, R, € R,, onde o primeiro sub-indice

denota o deslocamento e 0 segundo, a carga unitaria que causa este deslocamento.
Todos os giros sdo positivos quando tém sentido anti-horario. Os resultados para

estas rotacfes de nés sdo os seguintes:

Portanto, a matriz inversa R é:
R = R11 R12 _ L 2 -1
R, R,/ 14EI\-1 4
que é a mesma que a matriz S™* encontrada anteriormente.

A determinacao direta da matriz rigidez S geralmente é o método de solucdo prefe-
rido. Envolve uma andlise da estrutura fixa para valores unitarios de cada desloca-
mento de nd, o que nédo se torna dificil jA que se conhecem os coeficientes de rigidez
para cada membro. Por outro lado, a determinacdo direta da matriz inversa R re-
guer uma analise das vigas mostradas nas Figuras 12b e 12c. Desta analise pode-
se desenvolver mediante o método da rigidez, que neste caso é necessario obter S
pelo modo usual e depois se deve inverter S para completar a analise e encontrar
0s giros nos nos das duas vigas. Portanto, qualquer tentativa para encontrar direta-

mente as rotagbes R mostradas na figura, inclui 0s mesmos passos que os utiliza-
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dos no procedimento usual.

4.5.2.2 Algoritmo para o método darigidez

A analise de uma estrutura através do método da rigidez é descrita através dos se-

guintes passos:

1 - Enunciado do problema.

2 - Estrutura fixa.

3 - Analise da estrutura fixa sob o efeito de cargas.

4 - Andlise da estrutura fixa para valores unitarios dos deslocamentos.
5 - Determinacéo dos deslocamentos.

6 - Determinacédo de acdes de extremo e reacgoes.

4.5.3 Comparacgdao entre os metodos da flexibilidade e rigidez

Os métodos da flexibilidade e da rigidez s&o muito similares em sua formulacdo ma-
teméatica e ambos necessitam do principio da superposicdo para obterem-se as
equacdes fundamentais. Pode-se ver rapidamente suas semelhancas e diferencas
guando comparados simultaneamente como ilustra 0 Quadro 1 mostrando os princi-

pais passos na solucéo de uma estrutura pelos dois métodos.

No método da flexibilidade, a selecdo de redundantes pode ter um efeito significativo
na quantidade de trabalho de calculo necesséario como, por exemplo, em vigas con-
tinuas geralmente sdo selecionados os momentos fletores nos apoios como redun-
dantes devido a estrutura livre consistir em uma série de vigas livremente apoiadas.
Esta estrutura livre € facil de analisar tanto para os efeitos das cargas como para 0s
efeitos dos valores unitarios das redundantes. A aplicagcdo de um valor unitario de
cada redundante influencia unicamente nos lados adjacentes da viga. No caso de
estruturas que ndo sejam vigas continuas, normalmente ndo é possivel localizar os

efeitos quando se utiliza o método da flexibilidade.
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Quadro 1 - Comparacao dos métodos

Método da Flexibilidade | Método da Rigidez
(a) Enunciado do problema
(b) Selecao de incognitas

Redundantes Q \ Deslocamentos de n6 D
(c) Incégnitas iguais a zero
Estrutura livre | Estrutura fixa
(d) Efeitos das cargas
DQL’ DJL’ AI\/IL’ ARL AD’ ADL’ AML’ ARL
(e) Efeitos de outras causas
Aoty Aops Apg
Dy, Dor, Dgps Dor
At Aver A
DJT’ DJP’ DJR
Aers Aees Arr

() Soma de todos os efeitos

ADS = Ao + Aot + Ape + A
AMS:AML+AMT+AMP+AMR
ARS:ARL+ART+ARP+ARR

(g) Efeitos de valores unitarios das incégnitas

Dgs = Doi 4+ Dgr + Dop + Dog

DJS = DJL + DJT + DJP + DJR

F, Digs Avgr Aro Sy Aupr Awo
(h) Inversdo das matrizes
F | 5
(i) Equacbes de superposicao
D, =Dgs + FQ A, = Ay +SD
ou ou
Q:F_l(DQ_DQs) D:S_l(AD_ADS)
D, =Dy +DyQ
Av =Aus + AD
AM = AML + AMQQ
Az = Ags + ApD
AR = ARL + ARQQ

Fonte: Gere e Weaver (1987)

No método da rigidez, nunca existe davida sobre a selecdo da estrutura fixa ja que
s6 existe uma possibilidade. A analise da estrutura fixa normalmente nao é dificil
devido a todos os efeitos serem localizados como, por exemplo, o efeito de um des-

locamento unitario em um né esta limitado aos membros que se ligam a este no.

Em geral ambos os métodos de andlise sdo uteis para calculos manuais. O método
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de solucao preferido usualmente serd o que envolve menor quantidade de incégni-
tas. Para a programacdo computacional o método da rigidez geralmente € muito
mais apropriado que o da flexibilidade, pois tem como vantagem a determinacgédo au-
tomatica da estrutura fixa e a certeza de que todos os efeitos estdo localizados.
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5 SISTEMA COMPUTACIONAL PARA ANALISE ESTRUTURAL

O desenvolvimento deste projeto resultou em um produto que foi batizado de AME -
Andlise Matricial de Estruturas.

Este capitulo apresenta as principais interfaces presentes no sistema computacional
AME e os testes e resultados obtidos com sua utilizacdo sdo apresentados no capi-
tulo que segue. Outras funcionalidades estdo presentes no sistema e sao apenas

ferramentas que podem ser utilizadas pelo usuario para auxiliar seu trabalho.

5.1 FOrma principal

A férma principal, ou janela principal, é a primeira forma apresentada ao usuério e
contém todas as funcionalidades existentes no sistema computacional desenvolvido.

Sua interface é apresentada na Figura 13:

Figura 13: F6rma principal.

=101 x|

}i¥ Analise Matricial de Estruturas L
J-PHHe | 4F0 | 0028 @

Fara iniciar, selecione um esquema de estrutura.

Fonte: Elaborada pelo autor.

5.2 Selecé&o do tipo de estrutura reticulada

Nessa secdo, o usuario escolhe em qual tipo de estrutura reticulada (viga continua,
grelha, trelica plana, trelica espacial, portico plano ou portico espacial) sera feita a
andlise. Sua interface € apresentada na Figura 14:

Figura 14: Selecdo do tipo de estrutura.

i Analise Matricial de Estruturas o ] |

-PHHe | 2R |- @= 8|9
Viga Continua
Grelha

Trelica Espacial l!

Partico Plano

Partico Espacial

e um esquema de estrutura.

Fonte: Elaborada pelo autor.
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5.3 Mostrar esquema

Apds o usuério escolher o tipo de estrutura reticulada para a andlise, € possivel a
visualizacdo do esquema da mesma com uma breve descri¢do. Na Figura 15 € utili-

zada, como exemplo, a estrutura viga continua para a visualizacao de seu esquema:

Figura 15: Esquema da viga continua.

L& Analise Matricial de Estruturas 1ol x|
J-PhHHe R0 @@= A9

Viga - Esquema, elementos construtivos e caracteristicas

Es=squema de viga, tipos de apoics, camegamentos,
informacdes sobre modulo de elasticidade,
momento de inércia, deslocamentos, reacies,
deformacies e momentos.

As proximas paginas apresentam estas inbrmacies.

Fonte: Elaborada pelo autor.

5.4 Dados

Apés a escolha de uma estrutura reticulada para analise, uma férma complementar
para a entrada de dados e apresentacdo de resultados € acoplada a férma principal.
Todos os tipos de estruturas reticuladas integrados no sistema computacional de-
senvolvido possuem uma sequéncia padrao para a entrada de dados e obtencédo de
resultados, diferindo apenas na quantidade de valores fornecidos e obtidos. Esta
secdo pode estar aberta juntamente com a Secédo 5.3 - Mostrar esquema, descrita

anteriormente.

Para ilustrar, utiliza-se, como exemplo, a estrutura viga continua e as quatro secdes

para entrada e saida de dados, que sdo apresentadas nas Figuras 16, 17, 18 e 19.



Figura 16: Entrada de dados 1.

iiil Analise Matricial de Estruturas o ==l
J-PHHe 4R -E=8| @

Viga Continua

—[Dlados da estrutura
M ME ME] E

NI N
[z [s [z [rocoo,0 ;I;l |4 |3

—Dlesignagdo, comprimento € momento de inércia dos membros / Restricdes dos nds——

Membro | L 17 Ma |Restricdo Y |Restrigdo £
1 100,0 | 1000,0 i |1 1
2 100,0 |2000,0 3 |1 0
3 200,0  |2000,0 4 |1 1

Fonte: Elaborada pelo autor.

Variaveis para entrada dos dados apresentados na Figura 16:

M: Namero de membros

NR: Namero de restricbes

NRJ: Numero de nés restringidos
E: Modulo de elasticidade

NJ: Namero de nos

N: NUumero de graus de liberdade
L: Comprimento

IZ: Momento de inércia



Figura 17: Entrada de dados 2.

& Analise Matricial de Estruturas

=101 %

J-PHHe | 422 ~@=8| 9

‘iga Continua

—Dados da carga
MLM

a1

—Acoes aplicadas nos nos / Agoes nos extremos dos membros restringidos devido as cargas—

NG |Acde Y |Acdo Z Membro|AMLI  [AMLZ  |AML3  |AML4

2 |-10,0 |1000,0 1 10,0  |250,0 |10,0  |-250,0

3 |-10,0 0,0 2 10,0 |250,0 |10,0  |-250,0
3 [lo0  |[333,333 [10,0 |-333,333

Fonte: Elaborada pelo autor.

Variaveis para entrada dos dados apresentados na Figura 17:

NLJ: Numero de nés carregados

NLM: Namero de membros carregados

AML1, AML3: Reacdes de engastamento perfeito
AML2, AML4: Momentos de engastamento perfeito

70



Figura 18: Apresentacdo de resultados 1.

Wiz Analise Matricial de Estruturas =100 =]
- PHHe PR -@E 0| e

Viga Continua

—[Deslocamentos dos nos e reacoes de apoio

Ma |Desloc. ¥ Desloc, £ Reagaoc ¥ |Reagdo £

1 |0 0 33,0556  |1281,75

2 |-0,131614 |0,00121032 |0 0

3 o 0,000843254 39,4742 |0

4 |0 0 7,47024 164,682 |

Fonte: Elaborada pelo autor.

Figura 19: Apresentacdo de resultados 2.

Wiz Analise Matricial de Estruturas =100 =]
- PhHHe |0 -@E|R| @

Viga Continua

—Acdes de extremos dos membros

Membro |AM1 AM2 AM3 AM4

1 133,055557 |1281,7461 |-13,055557 | 1023,8096
2 \3,0555567 |-23,809571 |16,944443 |-670,63476
3 '12,529763 | 670,63476 |7,4702368 -164,68212;

Fonte: Elaborada pelo autor.




5.5 Solucéao

Apbs a realizacdo de todos os calculos para a andlise da estrutura reticulada esco-
Ihida, é possivel a visualizagdo de um relatério com os valores correspondentes da
solucédo do problema. Na Figura 20 é utilizado, como exemplo, o relatério final da

estrutura viga continua para a visao de seus respectivos dados e, na Figura 21, sua

ampliacéo:

Figura 20: Relatério da viga continua.

il Previsdo da Impressdo

= oooo

H Fechar

;’_M_\matq@fi Resultado da buses |

Membro, Comprimento, Momento de Inércia e Agdes nos Extremos

Mambrs, L 1z aMLL

i 100 1000 10

z 100 2000 10
200 2000 10

NG, Restrigies e Agfes

W Resticle¥  RestrgSeZ  Agie Y
1 1 1 o

z o o -10

3 1 o -10

4 : 3 L [:]

Membro e Acdes nos Membros

Membre AML AMZ M3
i 33,055557 12617461  -13.055557
z 30555567 -23,B09571 16544443

12,529763  670,6376 74702368

AMLZ
250
250

458e 2

1000

Resgdo Z
128,75
o

o
-154,652

AMd
1023.5056
-670,63476
-154,68212

0% Pagina 1de 1

Fonte: Elaborada pelo autor.
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Figura 21: Relat6rio ampliado da viga continua.

i
[ 222 omooOo =0 @& HE e
M turaI Resultada da busca | -

Membro, Comprimento, Momento de Inércia e Agbes nos Extremos

Membro L 1z AML1 AMLZ AML3 AML4
i 100 1000 10 250 10 -250
2 100 2000 10 250 10 -250
3 200 2000 10 333,333 10 -333,333

NG, Restrigoes e Agdes

NG Restricdo Y  RestricdoZ AgdoY Acdo Z
1 1 1 0 0

2 [u] 4] -10 1000

3 1 4] -10 0

4 1 1 0 0

NG, Deslocamentos e Reagbes

NG Desloc. ¥ Desloc. Z Reacdo Y Reacdo Z
1 0 0 33,0556 1281,75
2 -0,131514 0,00121032 0 0

3 0 0,000843254 39,4742 0

4 o 4] 7,47024 -164,682

Membro e Acbes nos Membros

Membro AM1 AM2 AM3 AM4

i 33,055557 1281,7461 -13,055557  1023,8096
2 3,0555567 -23,800571  16,944443 -670,63476
3 12,529763 670,63476 7,4702368 -164,68212

0% Pagina 1de 1

H

Fonte: Elaborada pelo autor.

5.6 Ajuda

A secao ajuda contém todos 0s elementos necessarios para auxiliar o usuario com
davidas, sendo dividida em quatro secdes: arquivo de ajuda, video demonstrativo,
tutorial e sobre, ilustrada pela Figura 22:

Figura 22: Ajuda.

& Analise Matricial de Estruturas B
AP 420 |- @E| 8o

Para iniciar, selecione um esquema de estrutura. ©) Ajuda

'@ Sobre

Fonte: Elaborada pelo autor.



74



75

6 UTILIZACAO DO SISTEMA

Para apresentar a utilizacdo do Sistema para os diferentes tipos de estruturas, se-
guem as entradas de dados e as solucbes obtidas para viga continua, trelica plana,
poértico plano, grelha, trelica espacial e pértico espacial cujos esquemas sao repre-

sentados nas Figuras 23 a 28.

Todos os exemplos foram extraidos de Gere e Weaver (1987) e os quadros ndo nu-
merados, de cada exemplo, representam as etapas de entrada de dados e de solu-

cdo do problema conforme apresentadas no Capitulo 5.

Todos os exemplos apresentaram solucdes corretas e precisas quando comparadas

com as do livro.
6.1 Vigacontinua

Segue um exemplo proposto em Gere e Weaver (1987) a pagina 363, para verificar
a funcionalidade do mdédulo de viga continua do Sistema de Andlise Matricial de Es-
truturas.

Figura 23: Esquema de viga continua.
y 2P P 2P P

[T o

I A

/ | El ,/PL 2EI ;@/_ 2EI /

B C D

2 2y L2 L2

L e 2L
Fonte: Gere e Weaver (1987).

z

ole
[ >

Entrada de dados

NGs, vinculagdes e carregamentos:

NG | Ry | Ry | Acdoy | Agdo z
1 1] 1 0 0
2 0| O -10 | 1000
3 1, 0 -10 0
4 1] 1 0 0
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Membros, comprimentos, momentos de inércia e acdes de engastamento perfeito:

Membro | L Iz |AML; | AML, |AML;| AML,4
1 100 | 1000 10 250 10 -250
2 100 | 2000 10 250 10 -250
3 200 | 2000 10 | 333,333 10 | -333,333

Solugéo obtida

Nés, deslocamentos e reacoes:

N6 | Deslocamento y|Deslocamento z|Reacdo y|Reacédo z
10 0 33,06 1281,75
2 |-0,1316 0,001210 0 0
310 0,000843 39,47 0
410 0 7,47 -164,68

Membros e a¢Bes nos membros:

Membro| AM1 AM2 AM3 AM4
1 33,06(1281,75|-13,06|1023,81
2 3,06| -23,81| 16,94|-670,64
3 12,53| 670,64| 7,47|-164,68

6.2 Trelica plana

Segue um exemplo proposto em Gere e Weaver (1987) a pagina 380, para verificar
a funcionalidade do médulo de trelica plana do Sistema de Analise Matricial de Es-

truturas.
Figura 24: Esquema de trelica plana.
y P
0,3L t
A C 1,2PL B =2P A
)
L)
N
>
o
—
—
w=2,5P/L | . 0,8L
—> :2450
—> \2 P
—> L L
_— 0,4L
N 2P
—>]
—>]
X v v

0O
W)

N

7

0,3L

—>

0,6L

>
>

A

Fonte: Gere e Weaver (1987).
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Entrada de dados

NOs, coordenadas, vinculagBes e carregamentos:

N6 | X | ¥y |R¢|Ry| Acdox | Acdoy
1 0|80 0] O 0 0
2 /60[80 )| 0] O 20 10
3 0| 0] 1] 1 0 0
4 160 0| 1] 1 0 0

Membros, propriedades dos membros e acdes de engastamento perfeito:

Membro | JJ | JK | AX | AML, | AML;, | AML; | AML,
1 1] 2 6 0 -20 0 20
2 3| 4| 6 0 10 0 10
3 3| 1 8 0 10 0 10
4 4| 2 8 5 5 5 5
5 1] 4] 10 0 0 0 0
6 3] 2] 10 0 0 0 0

Solucgéo obtida

Nés, deslocamentos e reacoes:

N6 | Deslocamento x|Deslocamento y|Reacdo x|Reacédo y
10,1000 0,04147 0 0

2 (0,1061 -0,04020 0 0
310 0 -28,90 |-56,67
4|0 0 -21,10 76,67

Membros e a¢Bes nos membros:

Membro| AM1 AM2 AM3 | AM4

1 -6,10|-20,0| 6,10|20,0

0 10,0| O 10,0
-41,47| 10,0| 41,47|10,0
45,201 5,0[-35,20
26,83 0 |-26,83
-31,50| O 31,50

U WIN
o|o|o

6.3 Portico plano

Segue um exemplo proposto em Gere e Weaver (1987) a pagina 388, para verificar
a funcionalidade do médulo de pértico plano do Sistema de Andlise Matricial de Es-

truturas.



Figura 25: Esquema de portico plano.

w=2,4P/L

P

|

JEEREEEEREREE

A

B

7z

3L/4
/ ° "
7 g
. L v L/2 e L/2 .
Fonte: Gere e Weaver (1987).
Entrada de dados
NOs, coordenadas, vinculagBes e carregamentos:
N6 | Xx Y |R«| Ry | R, | AcBox | AcBoy | Acdo z
1]100|/75| 0] 0] O 0 -10 | -1000
2 0|75 1] 1] 1 0 0 0
3 /20| 0] 1] 1| 1 0 0 0
Membros, propriedades dos membros e acdes de engastamento perfeito:
Membro | JJ | JK | AX | AML; | AML, | AML; | AML, | AMLs | AMLg
1 2| 1| 10 0 12| 200 0 12| -200
2 1| 3] 10 -6 8| 250 -6 8| -250
Solucgéo obtida
Nés, deslocamentos e reacoes:
N6 | Deslocamento x|Deslocamento y|Deslocamento z|Reacdo x|Reacdo y|Reacédo z
1 |-0,02026 -0,09936 -0,001797 0 0 0
2|0 0 0 20,26 |13,14 436,6
3|0 0 0 -20,26 40,86 -889,5
Membros e a¢Bes nos membros:
Membro| AM1 | AM2 AM3 AM4 AM5 AM6
1 20,26|13,14| 436,6|-20,26|10,86|-322,9
2 28,72|-4,53|-677,1|-40,73|20,53|-889,5

78
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6.4 Grelha

Segue um exemplo proposto em Gere e Weaver (1987) a pagina 404, para verificar
a funcionalidade do mddulo de grelha do Sistema de Analise Matricial de Estruturas.

Entrada de dados

NOs, coordenadas, vinculagfes e carregamentos:

N6 | X Y |R«| Ry | R, | AcBox | AcBoy | Acdo z
1]100|/75| 0] 0] O 0 1000 -10
2 0|75] 1| 1| 1 0 0 0
3 /20| 0] 1] 1| 1 0 0 0

Membros, propriedades dos membros e acdes de engastamento perfeito:

Membro | JJ | JK | IX IY | AML; | AML, | AML; | AML, | AMLs | AMLg
1 2| 11000 | 1000 0| -200,0 12 0 | 200,0 12
2 1] 3]1000 | 1000 0]-312,5 10 0]3125 10

Solucgéo obtida

Nds, deslocamentos e reacoes:

N6 | Deslocamento x|Deslocamento y|Deslocamento z|Reagcdo x|Reacdo y|Reacédo z
1 |-0,007599 0,005095 -0,3551 0 0 0

2|0 0 0 303,9 |[-1311,5 (24,04
3|0 0 0 1193,1 1103,5 |29,96

Membros e a¢Bes nos membros:

Membro AM1 AM2 AM3 AM4 AMS AMG
1 20,260769|13,137825 | 436,64755|-20,260769|10,862175|-322,86504
2 28,72592 |-4,5332787|-677,13496|-40,72592 |20,533279|-889,52488

6.5 Trelica espacial

Segue um exemplo proposto em Gere e Weaver (1987) a pagina 411, para verificar
a funcionalidade do modulo de trelica espacial do Sistema de Analise Matricial de

Estruturas.

Entrada de dados

NOs, coordenadas, vinculagfes e carregamentos:

N6 | X y z |Ry|Ry| R, | Acdox | Acdoy | Acdo z
1 0 0 0] 1| 1] 1 0 0 0
2 |75 0 0] 0| 1] 1 0 0 0
3 0| 100 0] 1| 1] 1 0 0 0
4 0 0[100] 0| 0] 1 30 40 0




Membros, propriedades dos membros e acdes de engastamento perfeito:

Membro | JJ | JK | AX | AML; | AML, | AML; | AML, | AMLs | AMLg

1 1] 2| 10 0 0 0 0 0 0

2 1] 3| 10 -20 20 -10 -20 20 -10

3 1| 4] 10 0 0 0 0 0 0

4 2| 3| 10 0 0 0 0 0 0

5 2| 4| 10 5 10 5 5 10 5

6 3] 4] 10 0 0 0 0 0 0
Solugéo obtida
Nés, deslocamentos e reacoes:
N6 | Deslocamento x|Deslocamento y|Deslocamento z|Reacdo x|Reacdo y|Reacédo z
110 0 0 -56,18 |-20,0 -10,0
2 (0,02714 0 0 0 -0,42 50,33
3|0 0 0 -27,82 |-39,58 20,0
4 |0,1556 0,08485 0 0 0 -78,33
Membros e a¢Bes nos membros:
Membro| AM1 | AM2 | AM3 AM4 | AM5 | AM6

1 -36,18| 0 0 36,18| 0 0

2 -20,00|20,0(-10,0|-20,00|20,0|-10,0

3 0 0 0 0 0 0

4 -13,03| 0O 0 13,03| 0 0

5 66,67|10,0| 5,0|-56,67(10,0| 5,0

6 42,43| 0 0 |-42,43| 0 0
6.6 Portico espacial
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Segue um exemplo proposto em Gere e Weaver (1987) a pagina 422, para verificar

a funcionalidade do médulo de portico espacial do Sistema de Anélise Matricial de

Estruturas.

Entrada de dados

NOs, coordenadas, vinculagfes e carregamentos:

Translacdo | Rotacéo Acao Momento

N6 | X y z X|ylz|x|y|lz|x|yl|z|x|y]| z
1 01120 0] 00| 0]0O]O]0O|2]0]|0]0O]O 0
2 240|120 0] 0, 0] 0|0]|]O]O|O|-2|0]0]0]-120
3 0 0 0| 1) 1]1]1]1]12/0]0]|0]0]O 0
4 | 360 0120 2] 1] 1]1]1]12/0]0]|0]0O]O 0

Membros, propriedades dos membros e acdes de engastamento perfeito:

Membro | JJ | JK | AX | IX | IY [ 1Z | AA| XP | YP | ZP
1 1] 2| 1183|5656 0 0] 0] O
2 3] 1] 1183|5656 0 0] 0] O
3 2| 4] 1183|5656 0 0] 0] O
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Membro | AML; | AML, | AML; | AML4 | AMLs | AMLg | AML; | AMLg | AMLg | AML1o | AMLy1 | AMLy,
1 0 0 -2 0| 120 0 0 0 -2 0| -120 0
2 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0
3 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0

Solugéo obtida

Nés, deslocamentos e reacoes:

N6 | Translacdo x|Translacdo y|Translacdo z|Rotacdo x|Rotacdo y|Rotacdo z

1|-0,1528 0,0002436 0,6263 0,007536 |-0,005463| 0,002673

2 |-0,1542 0,4562 0,6139 0,003584 | 0,005748|-0,002701

3|0 0 0 0 0 0

410 0 0 0 0 0

N6| Acdo x | Acdo y |Acdo z|Momento x|Momento y|Momento z

10 0 0 0 0 0

2|10 0 0 0 0 0

3 |-0,08864|-0,6698|-2,032|-227,4 45,34 -32,11

4 1-1,911 1,67 |-1,968| -55,22 |-44,54 30,99

Membros e a¢Bes nos membros:

Membro| AM1 | AM2 | AM3 | AM4 AM5 AM6 | AM7 | AM8 | AM9 | AM10 | AM11 | AM12
1 1,91}-0,67(-2,03| 16,4 | 45,34|-42,75|-1,91| 0,67|-1,97|-16,4 |-37,71|-118,0
2 |-0,67| 0,09|-2,03| 45,34|227,41|-32,11| 0,67|-0,09| 2,03|-45,34| 16,4 42,75
3 3,2 | 0,22| 0,04|-13,46| 36,67|-13,01|-3,2 |-0,22|-0,04| 13,46|-45,03| 58,84
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7 CONCLUSAO

Como solucdo para os problemas expostos na Secdo 2.3 relacionados a falta de
uma ferramenta acessivel, que possa ser utilizada no ensino e aprendizagem de
calculo estrutural com énfase especificamente em andlise estrutural, além de proje-
tos praticos, foi desenvolvido, neste trabalho, um sistema computacional que atenda
estes requisitos, de forma eficaz, contribuindo de maneira significativa no meio aca-

démico.

As justificativas para concluir sobre eficacia e contribuicdo significativa sao apresen-

tadas nos paragrafos que seguem.

O sistema computacional desenvolvido neste trabalho gerou resultados corretos
através da utilizacdo do método da Rigidez na area de Analise Matricial Estrutural.
Os dados utilizados para testes foram retirados do livro Analise de Estruturas Reticu-
ladas de Gere e Weaver (1987), uma obra conceituada mundialmente que serve de

referéncia na area.

Além de resultados corretos e precisos, 0 sistema computacional conta com uma
interface de facil compreensdo além de uma secédo de ajuda completa, o que facilita
sua utilizacdo pelo usuério, podendo ser utilizado como ferramenta didatica em cur-
sos de engenharia, para verificacdo do aprendizado e ser utilizado por profissionais

para solucdo de problemas préticos, conforme apresentado no Capitulo 6.

Neste trabalho foram desenvolvidos programas para analise matricial de estruturas,
para seis tipos de estruturas, com entrada de dados projetada para utilizacdo para
ensino, onde os dados devem ser previamente preparados. Além disto, foi desenvol-
vido um modulo para entrada de dados profissional, para o caso da viga continua.
Para trabalhos futuros, é possivel a inclusdo de uma nova entrada de dados, relaci-
onada diretamente a projetos praticos, para as demais estruturas (trelica plana, por-
tico plano, grelha, trelica espacial e pértico espacial) com a finalidade de se obter
graficos nos relatdrios correspondentes.

Portanto, o desenvolvimento deste trabalho proporcionou ao autor, o estudo de no-
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vas areas e ferramentas dentre elas: Analise Estrutural, métodos de Andalise Estrutu-
ral de forma matricial, Delphi, QuickReport, arquivos Help em HTML, entre outras,

contribuindo de forma significativa para sua formacao.
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SISTEMAS COMPUTACIONAIS UTILIZADOS

Sistemas Operacionais: Windows XP, Windows 7 e Windows 10
http://www.microsoft.com

Ambientes de Desenvolvimento Integrado: Delphi 7 e Delphi XE10
http://www.embarcadero.com

Sistemas Graficos para Elaboracao de Figuras: CorelDRAW Graphics Suite X8
http://www.corel.com

Sistemas para Criacdo de Arquivos de Ajuda e Arquivos Tutoriais: HTML Help
WorkShop
http://www.microsoft.com

Componentes para Criacdo de Relatorios: Quickreport
http://www.quickreport.co.uk

Sistemas para Criacdo de Video: VirtualDub
http://virtualdub.org

Componentes para Apresentacdo de Videos: marsMediaPlayer
http://sacoman.dco.fc.unesp.br
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http://sacoman.dco.fc.unesp.br

89

APENDICE A - A¢Bes de engastamento perfeito produzidas por cargas
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APENDICE B - Propriedades de se¢des usuais

91

Iz = momento de inércia da se¢éo transversal relativa ao eixo z
ly = momento de inércia da segéo transversal relativa ao eixo y
A = area da secio transversal

J = constante de tor¢éo

f =fator de forma para cortante
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APENDICE C - Exemplo de andlise de viga continua
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E=10000, b=12 cm, hxs=20 cm, hzp=25,2 cm, wx=0,6 kg/cm, wgp=0,756 kg/cm, P=60 kg.
Caso A - Entrada de dados manual para efeito de aprendizagem

Devem ser informados o médulo de elasticidade (E), a quantidade de nés (A, B, C,
D), as vinculagbes dos nés (Rx, Ry), os carregamentos aplicados nos nés (P, M) e,
para cada tramo (AB, BC e CD), devem ser calculados os momentos de inércia (I,) e
as acOes de engastamento perfeito (AML;, AML,, AML3, AML,). Os diagramas V e M
nao sao oferecidos pelo programa.

Caso B - Entrada de dados automatizada para efeito de projeto profissional

Devem ser informados o médulo de elasticidade (E), a quantidade de nés (A, B, C,
D, E, F), as vinculagBes dos nos (Rx, Ry), os carregamentos aplicados nos nés (P,
M) e, para cada tramo (AB, BC, CD, DE e EF), b, h e carregamentos. Os diagramas
V e M sao oferecidos pelo programa.

As entradas de dados sdo apresentadas a seguir.

Caso A N6 |Ry|R/| P M Membro | L I AML; | AML, | AMLz | AML,4
1 1] 1 1 100 8000 | 90,0 | 2000 | 90,0 | -2000
2 0| 0| -60] 6000 2 100 | 16003,008 | 97,9 | 2130 | 97,8 | -2130
3 1/ 0| -60 3 200 | 16003,008 | 75,6 | 2520 | 75,6 | -2520
4 1] 1 Varios calculos requeridos do aprendiz.

Caso B | N6 | Ry | Ry P M Membro | L b h We Wy
1 1| 1 1 50 | 12 | 20,0 | 0,600 | 0,600
2 0| 0] -120 2 50 | 12 | 20,0 | 0,600 | 0,600
3 0| 0| -60| 6000 3 50 | 12 | 25,2 | 0,756 | 0,756
4 0| 0] -120 4 50 | 12 | 25,2 | 0,756 | 0,756
5 1| 0| -60 5 200 | 12 | 25,2 | 0,756 | 0,756
6 1] 1 Nenhum calculo requerido do profissional.




As solucdes sao apresentadas a seguir.

Caso A - Solucéo a partir da entrada de dados manual

NG, Deslocamentos e Reacdes

N6 |Deslocamento Y|Deslocamento Z|Reacgdo Y| Reagéo Z
1|0 0 265,497 |10009,8
2 |-0,134994 0,000956317 0 0
3|10 0,000990549 329,48 0
410 0 51,8224| -934,823
Membro e Agdes nos Membros
Membro AM1 AM2 AM3 AM4
1 265,49729 |10009,811 | -85,497291| 7539,9178
2 25,497291|-1539,9178| 170,10271 | -5690,3531
3 99,377648| 5690,3531| 51,822352| -934,82343

Caso B - Solucéo a partir da entrada de dados automatizada

NG, Deslocamentos e Reacdes

N6 |Deslocamento Y|Deslocamento Z|Reacgdo Y| Reagéo Z

110 0 265,497 |10009,8

2 |-0,0892165 -0,00226399 0 0

3 |-0,134994 0,000956316 0 0

4 |-0,0730606 0,00153819 0 0

510 0,000990549 |329,48 0

6 |0 0 51,8224| -934,824

Membro e Agdes nos Membros

Membro AM1 AM2 AM3 AM4
1 265,49729 |10009,811 |-235,49729 | 2515,0532
2 115,49729 |-2515,0532| -85,497293| 7539,9178
3 25,497293|-1539,9178| 12,302707| 1869,7825
4 -132,30271 |-1869,7825| 170,10271 |-5690,3529
5 99,377647| 5690,3529| 51,822353| -934,82355

Comparacao entre os casos A e B
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Os nés, deslocamentos e reacdes apresentadas no caso A tem seus corresponden-
tes no caso B sendo que no caso B, existem nos intermediarios que enriguecem as
informagdes da solucéo.

Os membros e suas acdes nao tem correspondéncia direta entre os casos A e B. No
caso B, com nés intermediarios, ha mais membros. Notam-se entéo, que as acdes a
esquerda e a direita em membros consecutivos do caso B, sdo as mesmas, dos
membros do caso A, considerando-se seus extremos em nds de mesma posi¢ao no
eixo longitudinal. Em resumo, as a¢des dos membros AB, BC e CD do caso A tem

seus correspondentes nos extremos dos membros ABC, CDE e EF do caso B.
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Desta forma, os dois casos oferecem a mesma solucdo, sendo o primeiro adequado
ao ensino, onde o usuario deve entrar com dados ja& manipulados e recebe resposta
com informacdes que devem ser interpretadas e o segundo, permite entrada de da-
dos brutos e oferece resposta mais detalhada.

Seguem informacdes graficas do esquema da viga, com seus carregamentos, rea-
¢Oes de apoio calculadas nos dois casos, valores dos esfor¢cos cortantes e momen-
tos fletores calculados nos dois casos. Além disto, os relatdrios dos dois casos apre-
sentam os deslocamentos que ocorrem nos nos.
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